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Parte 1
Algebra lineare teorica



1 Gli spazi vettoriali

1.1 Definizione ed esempi

Consideriamo come esempio di riferimento lo spazio R™,n > 1, ossia l'insieme
delle n—ple di numeri reali con n fissato

R" ={z = (x1,22,...,2,) | &; € R™ perognii=12,...,n}
Ogni n—pla di numeri reali viene detta vettore di R™.
Ora si vogliono introdurre due operazioni in R™.
Definizione 1.1 4+ Somma di due vettori

Siano x = (x1,%2,...,Tn), Yy = (Y1,Y2,--.,Yn) € R" allora si definisce il vettore
somma come

z+y=(z1+y,T2+Y2, T+ Yn)-

Definizione 1.2 - Prodotto di un vettore per uno scalare
Siaa €ER ex = (x1,22,...,2,) € R™ allora si definisce il vettore prodotto come

a-z = (ary,ars,...,qry,).

Proprieta 1.1 Chiamiamo per semplicita di notazione V' lo spazio R™ e K lo
spazio R. L’operazione di somma di due vettori di Definizione 1.1 soddisfa le
sequenti proprieta:

1. per ogni z,y € V si ha che x +y € V (Chiusura);
2. per ogni x,y,z €V si ha che (x +y) +2z=2z+ (y + z) (Associativa);

3. per ogni x,y €V si ha che x +y =y +z (Commutativa);

4. esiste 0 € V tale che z+0 =04z = x per ogni x € V' (Elemento neutro);

5. per ogni x € V esiste unico —x € V tale che x + (—z) = (—z) +z =0
(Elemento opposto).

L’operazione di prodotto di un vettore per uno scalare di Definizione 1.2 soddisfa
le sequenti proprieta:

1. per ogni x € V e per ogni o € K si ha che a-x € V (Chiusura);

2. per ogni x,y € V e per ogni « € K si ha cheow(@—l—y):a-g—l—a-g
(Distributiva);
3. per ogni x € V e per ogni o, 3 € K si ha che (a+f) - z=a-2+ -z

(Distributiva);
4. per ogni x € V e per ogni o, B € K si ha che a- (- z) = (af) - z;

5. esiste unico 1 € K tale che 1 -z = x per ogni x € V' (Elemento neutro).



Dimostrazione: Si tratta di una semplice verifica facendo uso delle proprieta
della somma e del prodotto di numeri reali. Piu precisamente, essendo le o-
perazioni definite delle operazioni componente per componente, ¢ evidente che
le proprieta della somma e del prodotto di numeri reali “salgono” direttamente
alla struttura piu complessa del vettore. Per semplicita si pensi al caso n = 2.
Da notare che e evidentemente

fan)

(0,0,...,0) Elemento neutro

-z = (—x1,—%2,...,—2,) Elemento opposto

Ora, un ulteriore passo di astrazione permette di introdurre la nozione di
spazio vettoriale. Le applicazioni di tale concetto si trovano nei piu svariati
campi delle scienze pure ed applicate.

Definizione 1.3 Spazio vettoriale

Un insieme V in cui sia definita un operazione + di somma tra elementi dell’in-
steme e un operazione di prodotto - di un elemento dell’insieme per uno scalare
tale che valgano tutte le Proprieta 1.1 si dice spazio vettoriale (rispetto a + e -

fissati).

Esempio 1.1
Sia
V =P {pn(z) = ao+arz+az?®+...+ana”
tale che a; € R per ogni i =0,...,n}

insieme di tutli i polinomi di grado mon superiore a n (con n fissato). Si
considera l’operazione + di somma di due polinomsi

pn(2) +qn(z) = (a0 +a1r+agx® +... +a,z")
+(bg + b1z + box® + ... + bpa™)
(ag 4+ bo) + (ay 4+ by)x + (ag + bo)x® + ... + (an + by)z"

e loperazione - di prodotto per uno scalare o € R
apn(z) = alag + a1z + asz® + ...+ anx™)

= aag+ aaz + aasz? + ...+ aaya™.

Si puod verificare facilmente che V' ¢é spazio vettoriale (rispetto a + e - fissati).

1.2 Basi di uno spazio vettoriale

Per cogliere una piu evidente analogia tra lo spazio vettoriale R™ e lo spazio
vettoriale P, occorre introdurre la fondamentale nozione di base di uno spazio
vettoriale. Ci occorrono alcune definizioni preliminari.

Definizione 1.4 Combinazione lineare di vettor:
Sia V' uno spazio vettoriale. Si dice che y € V é combinazione lineare dei
vettori £y, Lo, ..., %, €V se esistono m scalari ai,qs, ..., oy, tali che

Y= 01Ty + 02y + ..+ Gy,



Con stretto riferimento alla definizione precedente, si pone pure la seguente.

Definizione 1.5 Lineare dipendenza/indipendenza
Sia V' uno spazio vettoriale. Si dice che i vettori x,,zq,...,2,, € V sono
linearmente dipendenti se esistono m scalari oy, s, ..., o, non tutti nulli tali

che
a1z + asxs + ... + apz,, = 0 (vettore nullo).

In caso contrario i vettori xy, To, ..., Z,, € V si dicono linearmente indipendenti,
ossia il vettore nullo 0 é combinazione lineare dei vettori x,,zs,...,Z,, Se e
soltanto se

alzagz...:amzo.

Esempio 1.2
Consideriamo V = R? e i due vettori z; = [1,0] e x, = [1,1]; valgono le sequenti
affermazioni:

1. i due vettori x; e x4 sono linearmente indipendenti;
2. il vettore x4 = [3,2] & combinazione lineare dei due vettori x, e zo;
3. I tre vettori x,, x4, x5 sono linearmente dipendenti.

Infatti

1. azxqy + Bzy = [a+ 5, 0]0 se e solo se vale contemporaneamente o+ 3 =0
e =0, ossia =3 =0;

2. si verifica che x4 = [3,2] = az; + fz, cona =1,0=2;
3. si verifica che axq + fzy +v23 =0 con ad esempioa =1, =2,v = —1.

Definizione 1.6 Base di uno spazio vettoriale

Un insieme di vettori {x;,2s,...,%,, € V} si dice base dello spazio vettoriale
V se
a) i vettori Ty, To, .. .,L,, sono linearmente indipendenti,

b) se ogni vettore di V si pud ottenere come combinazione lineare dei vettori
Zq,To,...,L,,, 0ssta, con notazione compatta,

1E=mo

V=span <z{,25,...,2,, > .

r=m

Teorema 1.1 La combinazione lineare con cui si rappresenta un fissato vettore
di V' a partire dai vettori della base é unica.

Dimostrazione:
Sia V' = span < x,,,,...,2,, > ey € V. Supponiamo che il vettore y si possa
scrivere come combinazione lineare dei vettori della base z,,z,,...,,, in due

diversi modi, ossia

= a1z + @y + ...+,
= fiz; + Bazy + ... + B,

< =



Sottraendo membro a membro si ha
O0=y—y=(a1—F1)z; + (a2 — B2)zg + ... + (m — Bm)z,,

ma poiché i vettori x,,z,,...,2,, sono linearmente indipendenti fra di loro si
ha che deve essere

ap— =0 ay =B
Oég—ﬁgzo ossia Oé2252

am_ﬁmzo amzﬂn%
ossia la combinazione lineare ¢ la stessa.

Pertanto, si puo osservare come l'importanza della nozione di base di uno
spazio vettoriale consista nel fatto che costituisce una sorta di informazione
“sintetica”, e non ambigua, tramite cui si ¢ certi di poter rappresentare uno
qualsivoglia degli infiniti elementi dello spazio vettoriale in esame.

Esempio 1.3 Sia V =R".

1. Si dice base canonica di R™ la base costituita dagli n vettori

e, = (1,0,...,0) (prima componente pari a 1, le rimanenti a 0)
ey = (0,1,...,0) (seconda componente pari a 1, le rimanenti a 0)
e, = (0,0,...,1) (ultima componente pari a 1, le rimanenti a 0).
Infatti, ogni vettore x = (x1, T2, ..., xy,) i puo scrivere come combinazione
lineare dei vettori ey, e,,. .., e, nel modo sequente
T =xz1€; + Taey + ...+ Tpne,
e 1 vettori e;,€q,...,€, Sono linearmente indipendenti in quanto x =

r1e; + x2e5 + ...+ zne, =0 se e solo se

mlzl‘g:...:xnzo.

2. Si dice base a bandiera di R™ la base costituita dagli n vettori

v, = (1,0,0,...,0) (prima componente pari a 1, le rimanenti a 0)
vy, = (1,1,0,...,0) (prime due componenti pari a 1, le rimanenti a 0)
vy = (1,1,1,...,0) (prime tre componenti pari a 1, le rimanenti a 0)

v, = (1,1,1,...,1) (tutte le componenti pari a 1).



Infatti, fissato ad esempio n = 4, ogni vettore x = (x1,x9,x3,T4) Si
] ) ’ y 43

puo scrivere come combinazione lineare dei vettori vi,vy,vs,v, nel mo-

do sequente £ = (21 — 2)vy + (T2 — x3)vy + (T3 — T4)V3 + T4V, € § vettori

V1, Vs, Vs, Uy, SON0 linearmente indipendenti in quanto x = (x1 — T2)v; +

(x2 — x3)vy + (T3 — T4)v3 + 2404 = 0 se e solo se

X1 — X = 0 Xr1 = T2
xo—x3=0 o08sia To = T3
3 — x4 =0 T3 = Ty
Ty = 0
e quindi 1 = 19 = x3 =14 = 0.
Per n generico si ha che ogni vettore x = (x1,%2,...,%n) Si puod scrivere
come combinazione lineare dei vetlori vy, vy, . ..,v,, nel modo sequente x =

(r1 — x2)vy + (2 — 23)vg + ... + (Tno1 — Tn)v,,_1 + Tpy,, e i vetlori
V1, Vs, ..., 0, Sono linearmente indipendenti in quanto x = (x1 — x2)v; +
(x2 —23)Vy + ... + (X1 — Tp)V,,_1 + Tnv,, =0 se e solo se

.%'1—5(72:0 Tr1 = T2

o —x3 =0 ossia x92 =1x3

Tp1— T, =0 Tp—1 = Tn
z, =0
equindixy =20 =...=xp_1 =22, =0.

Ora, il fatto che nell’Esempio 1.3 siano riportati due esempi distinti di base
di R™ e di estrema importanza in quanto mette in luce che la base di uno spazio
vettoriale non e unica.
Tuttavia, si osserva che entrambe le basi sono costituite dallo stesso numero n di
vettori. Tale fatto non & una pura coincidenza; vale infatti il seguente teorema.

Teorema 1.2 della base
Tutte le basi di uno spazio vettoriale V' sono costituite dallo stesso numero di
vettori, ossia hanno la medesima cardinalita.

Il precedente Teorema 1.2 giustifica la seguente definizione.

Definizione 1.7 Dimensione dello spazio vettoriale
Si dice dimensione dello spazio vettoriale V il numero intero che indica la
cardinalita di una qualsiasi base di V.

La possibilita di considerare basi diverse per un medesimo vettore di un asseg-
nato spazio vettoriale non € un puro gioco matematico. A seconda delle appli-
cazioni puo essere pill conveniente considerare una base piuttosto che un’altra.
Ritorneremo in seguito su questo argomento; piu precisamente nella sezione 4.

Esempio 1.4 Spazi vettoriali a dimensione finita

1. Sia V =R".
Si ha dimV =n. Esempi di base sono riportati in Esempio 1.5.



2. SiaV =P, = {pa(2) = ap + a1z + ax2® + ... + a,2" tale che a; €
R per ogni i =0,...,n}, insieme polinomi di grado non superiore n.
Si ha dimV = n + 1. Base canonica: gli n +1 monomi 1,z,22%,...,z".

Esempio 1.5 Spazi vettoriali a dimensione infinita
Sia V =P insieme polinomi di qualsiasi grado n € N.
Si ha dimV = co. Base canonica: i monomi 1,x,22,...,z",....

Tramite il concetto di base, e piu precisamente quello di rappresentazione di
ogni elemento dello spazio vettoriale come combinazione lineare di vettori della
base, diventa chiaro come l'insieme P,, costituito da elementi apparentemente
cosl diversi da quelli di R™, non sia poi cosi differente: il polinomio

pn(x) = ag + a1z + asz? + ...+ apa”

¢ identificato in modo unico rispetto alla base 1, z, 22, ..., 2™ dagli n + 1 coeffi-
cienti ag, a1,...,a, € R, ossia da una m—pla di R™ con m =n +1
(a07a1,a2a e ;an)

detta vettore delle coordinate rispetto alla base considerata.

Semplice conseguenza del Teorema della base 1.2 ¢ il seguente corollario.

Corollario 1.1

1. Sia V wuno spazio vettoriale di dimensione N, allora ogni insieme di n
vettori linearmente indipendenti ¢ una base per V ;

2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione N, allora ogni insieme di n
vettori che genera tutto Ve una base per V;

1.3 Sottospazi vettoriali
E di notevole interesse la seguente definizione.

Definizione 1.8 Sottospazio vettoriale Un sottoinsieme S di uno spazio
vettoriale V' si dice sottospazio vettoriale di V' se

1. per ogni x,y € S vale chez +y € S;
2. per ogni x € S e per ogni o € K wvale che az € S;

ossia se il sottoinsieme S & chiuso rispetto alle operazioni di somma e di molti-
plicazione per uno scalare.

Esempio 1.6 Sia V = R3. II sottoinsieme
S = {(z1,x2,0) tali che 1,22 € R}

e un sottospazio vettoriale di V.
Di piti vale S = span <y .y, >, con ad esempio y, = [1,0],y, = [0,1], oppure
Y, = [1,0],y2 =[1,1].

Per altri esempi di sottospazi si veda la sezione 2.9.



1.4 Esercizi

1. Verificare che V = R? (K = R) @ spazio vettoriale rispetto alle operazioni
di somma e prodotto per uno scalare definite in Definizione 1.1 e in 1.2.

2. Verificare che V = Py (K = R) ¢& spazio vettoriale rispetto alle operazioni
di somma e prodotto per uno scalare definite in Esempio 1.1.

3. Verificare che z = (1,2,3) e y = (5,10,15) sono linearmente dipen-
denti. Verificare che z = (1,2,3) e z = (5,—10,15) sono linearmente
indipendenti.

4. Determinare i valori del parametro « per cui i vettori z = (1,2,—1) e
y = (3,a,=3) eivettori z = (1,2, -1) e y = (o, 2c, —x)sono linearmente
dipendenti.
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2 Generalita sulle matrici

2.1 Definizione e casi particolari

Definizione 2.1 Matrice n x m

Una matrice n X m e una tabella rettangolare di n righe e m colonne i cui
elementi sono numeri reali (o complessi) indicizzati con la sequente notazione:
ai; indica Uelemento di posizione © rispetto alle righe e di posizione j rispetto
alle colonne.

a1 a2 c.. Ay ... Q1im
a1 a99 c.. A2j N a2m
A= . . . . . . _ [ai_]_i o GRnxm
Jli=1,...,n;5=1,....m
;1 a2 ... Q4 e Qim v ’
| Gn1 Qp2 ... Gpj ... GQpm |

Se n =m, la matrice si dice quadrata.

Si tenga presente che i vettori sono casi particolari di matrici aventi n = 1 (si
dicono vettori riga ) o m =1 (si dicono vettori colonna).

2.2 Operazioni con le matrici

Sia V = {A tali che A € R"*™} l'insieme delle matrici di n righe e m colonne
a elementi reali. Come precedentemente introdotto, si usa la notazione a;; per
indicare I’elemento di posizione i rispetto alle righe e di posizione j rispetto alle
colonne.

Si definiscono le seguenti operazioni.

Definizione 2.2 4+ Somma di matrici
Siano A, B € R™*™ qllora si definisce la matrice somma come

C=A+Bove c¢;j=a;+by, perognii=1,...,n;j=1,...,m

Definizione 2.3 - Moltiplicazione per uno scalare
Siano A € R™"™ ¢ o € R allora si definisce la matrice prodotto per uno scalare
come

D=o-Aove dij =0aa;, perognii=1,...,n;5=1,...,m

Esempio 2.1 Sian=m=2c¢

A:[an a12:| e B:[bn b12:|

a21 Aa22 bar  bao
allora ) )
a11 + 011 aG12 + 012
C=A+B=
+ [ az1 +ba1  aze + b ]
e

aa aa
D=a-A=| 0 %2
aa9o1 Qagy

11



Proposizione 2.1 L’insieme V = {A tali che A € R"*™} & uno spazio vetto-
riale rispetto alle due operazioni di somma di matrici e moltiplicazione di una
matrice per uno scalare di Definizione 2.2 e 2.3.

La sua dimensione ¢ nm. Una base (base canonica) é data da

{ESt S Rnxm}szl,‘..,n;tzl,...,m

con
1 se i1=3j
0 se i#j.
Esempio 2.2 Sia V = {A € R?*3}. La sua dimensione ¢ 6.
La base canomica ¢ data da {E*" € R®*3},_1 2421, 3 con

E*' tale che (E®");; = {

11 _ 100 12 01 0 13 00 ].
ET = {000]’]5 _[000}”@ “lo o0 o
21 _ OOO 22 OOO 23 _ OOO
E _[100]’E _[010}’E_ 00 1]

Si noti che come conseguenza importante della precedente proposizione si ha
che la somma di matrici gode delle stesse proprieta della somma di numeri reali.

Ora, si introduce un’altra operazione di prodotto, ossia ’operazione di prodot-
to fra matrici: tale operazione ¢ possibile solo nel caso in cui il numero di colonne
della matrice di sinistra sia uguale al numero di righe della matrice di destra;
in caso contrario ’operazione di prodotto non & consistente e quindi non puo
essere effettuata.

Definizione 2.4 Prodotto di matrics
Sia A € R"™™ ¢ B € R™*! gllora C = A- B € R™ ! ope

m
Cij = E airby;, 1=1,...,n, j=1,...,L
k=1

Graficamente
ai; a2 ... ... ... Q1m bll blg bl' bll
J
;1 Q49 cee Quk cee Qi . bkj
b, -
Ll QQnl Qp2 ... ... ... QApm ] L bml bmg mj bml |
C11 C1j Lo C1y T
= Ci1 Cij Cil
Cni e Cnj ... Cpl

Si noti che il numero di righe della matrice di sinistra definisce il numero di
righe della matrice risultato; mentre il numero di colonne della matrice di destra
definisce il numero di colonne della matrice risultato.

12



Casi particolari

Definizione 2.5 Prodotto matrice per vettore colonna

Sia A € R™*™ e b € R™ (vettore colonna a m componenti). Poiché b puo essere
pensato come una matrice m x 1 allora & definito c = A-b € R™*! = R" (vettore
colonna a n componenti) ove

m
C; = E aikbk, i:l,...,n.
k=1

Graficamente
a; a2 ... ... ... Qim bl c1
a;1  a;2 e Qi oo Qim bk =
b
| Qn1 Gn2 e oo ol Gum m Cn

Definizione 2.6 Prodotto vettore riga per matrice

Sia c € RY™ (vettore riga a m componenti) e B € R™*!. Poiché c puo essere
pensato come una matrice 1 x m allora ¢ definito d = c- B € RY! (vettore riga
a l componenti) ove

dj=> cxbrj, j=1,...,1
k=1

Graficamente
[ bll blj bll i
[cl cee CE ... cm] | by
S L e

:[dl dl}

2.3 Un caso notevole: le matrici quadrate (n = m)

Si vuole analizzare in maggior dettaglio il caso delle matrici quadrate, ovvero il
caso in cui il numero di colonne & pari al numero di righe. E evidente che matrici
quadrate della medesima dimensione possono essere moltiplicate liberamente fra
loro ottenendo come risultato una matrice della medesima dimensione.
La successiva domanda che & naturale porsi é:
il prodotto di matrici quadrate della medesima dimensione gode delle
stesse proprieta del prodotto di numeri reali?
La risposta € negativa, ma occorre precisare meglio.

Vediamo la questione in dettaglio: come gia nel caso del prodotto di numeri
reali valgono le seguenti proprieta.
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Proposizione 2.2 Per ogni A, B,C € R"*™ vale che
1. A(BC)=(AB)C (associativa)
2. A(B+C)=AB+AC (distributiva a destra)
3. (B+C)A = BA+CA (distributiva o sinistra)
4. Esiste I € R™*"™ (matrice identica) tale che per ogni A € R**"

A-I=1-A=A

con
1 se 1=
I tale che  I;; —{ 0 se 1i#j,
0ssia - ]
1 0 .. 0
0 1 0 0
I:
0 ... ... 0 1
0 ... ... ... 0 1]

Ora, e gia evidente che nel caso di matrici rettangolari il prodotto di matrici
non € commutativo, visto che, in genere, I’'operazione non sara pili consistente.
Tuttavia e del tutto lecito chiedersi se lo diventi nel caso di matrici quadrate
della stessa dimensione.

Consideriamo il seguente esempio.

Esempio 2.3 Si considerino

1 0 0 1
<[4 8] s=[2 4]
0 1

an=[ % Menac[t 3]

Quindi, a differenza del prodotto di numeri reali, non vale la proprieta
commutativa neanche nel caso di prodotto di matrici quadrate della
medesima dimensione.

Infatti, nell’Esempio 2.3 si & visto che esistono A, B € R™*™ tali che

Si ha che

A-B#B-A ( NO commutativa)

Infine, I'ultima questione aperta € quella delle condizioni sotto le quali si
puo garantire l'esistenza di un elemento inverso per A € R™*" in accordo alla
seguente definizione.

Definizione 2.7 Matrice Inversa
Sia A € R™*™. Si definisce matrice inversa di A e si indica con A1 € R™*" g
matrice (se esiste - e in tal caso é unica) tale che

AAT ' =ATTA=T

con I matrice identica, ossia I;; =1 se i = j; 0 altrimenti.
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Chiaramente occorre escludere la matrice A = 0 (matrice nulla, ossia con tutti
gli elementi uguali a 0) in quanto ¢ evidente che non esiste alcuna matrice che
moltiplicata per tale matrice possa dare la matrice identica. Tuttavia, questo
non ¢ sufficiente come evidenzia I’esempio sotto riportato.

Esempio 2.4 Si consideri

e una generica matrice

Si ha che ) )
B 0 bir bz | | bir bio
as=[ ool b=t ] e

qualsiasi siano by e bisg.

E quindi evidente che tale questione richiede particolare attenzione, non essendo
banale la risposta. Piu precisamente le condizioni sotto le quali esiste la matrice
inversa di un’assegnata matrice A € R™*" sono riportate nel seguente Teorema.

Teorema 2.1 Sia A € R™*™. La matrice A ¢é invertibile (o non singolare),
ossia esiste ed ¢ unica A~1 € R"*" tale che

AAY = A7YA =T matrice identica,

se e solo se le colonne della matrice A, pensate come vettori (colonna) di R™,
sono fra loro linearmente indipendenti (ossia formano una base di R™ - si veda
il Corollario 1.1), ovvero se e solo se il determinante della matrice A é diverso
da zero.

La funzione determinante di una matrice quadrata, che verra definita nella
sezione 2.5, & quindi uno strumento (molto comodo) per verificare la lineare
indipendenza dei vettori.

2.4 Esercizi

1. Verificare che V = A € R?*3 & spazio vettoriale rispetto alle operazioni di
somma, e prodotto per uno scalare di Definizione 2.2 e 2.3.

2. Sia

ail 412 bi1 b1 1
[ a1 Go2 ] ’ [ ba1 Do } » & { To ] Y=y vl

Calcolare le due espressioni equivalenti (AB)z e A(Bz). Contare il numero
di operazioni moltiplicative effettuate e stabilire quale espressione € piu
conveniente.
Calcolare le due espressioni equivalenti y(AB) e (yA)B. Contare il numero
di operazioni moltiplicative effettuate e stabilire quale espressione & piil
conveniente.
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3. Sia

A_ | @1 ar . B= bi1 b2 '
as1 Q922 b21 b22

Calcolare la matrice C' = AB e la matrice D = BA, verificando che, in
generale C' # D.

4. Sia

A:

[N
w o =
N DN N
IS
I
—_

e Verificare che Ab = 0;
e dire se le colonne di A sono linearmente indipendenti fra loro;

e dire se la matrice A ¢ invertibile.

5. Sia A € R™ ™ una matrice invertibile. Verificare che A=1 A% = A.

Sia
1 1
=t 1)
Sapendo che A% = 2I e utilizzando la relazione A~'A%2 = A, dare una
formula, esplicita per A~!.

2.5 La funzione determinante di matrici quadrate

In questa sezione non considereremo la definizione formale di determinante di
una matrice quadrata, ma ci limiteremo alla sua definizione nel caso di matrici
2 x 2 e alla Formula di Laplace (per righe o per colonne) per matrici di
dimensione superiore, ovvero ci limiteremo alle formule che vengono usate per
il calcolo effettivo.

Definizione 2.8 Determinante esempio di riferimento n = 2

Sia

ailp  ai2
A= € R¥*?
a1 a2

allora si definisce determinante la funzione

det : RP>*?2 SR

det(A) = ai1a22 — a12a21

Ora lapplicazione, eventualmente ripetuta, della Formula di Laplace, che
stiamo per introdurre, permette di ricondurre il calcolo del determinante di una
matrice A € R"*" n > 3 al calcolo del determinate di opportune matrici 2 x 2.
Ci occorre preliminarmente la seguente definizione.

Definizione 2.9 Minore di indict i,k

Sia A € R"*™ si dice Minore di indici i, kM, il determinante della sottomatrice
di dimensione n — 1 che si ottiene dalla matrice A cancellando I’i—sima riga e
la k—sima colonna.
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Esempio 2.5 Sia
a1 a2 Ga13
A= axn ax a3
a3l a3z ass
allora il minore My wvale

aiy a2
My3 = det = a11a32 — 12031,
a3; as2

ove la sottomatrice

e ottenuta dalla matrice A cancellando la seconda riga e la terza colonna.

Teorema 2.2 Formula di Laplace (per righe)
Vale la sequente formula di sviluppo del determinante rispetto alla generica riga
i—sima di una matrice A € R™*",

n
det(A) = Z(—)HkaikMik con i fissato
k=1
Esempio 2.6 Determinante esempio di riferimenton =3
Sia
ail a2 @13
A= as1 Q92 A93 ERBXS.
a3z1  azz ass

o Sviluppando rispetto alla prima riga (i = 1) si ha:

det(A) = (=)' ay; det [ G2z 923 ] + (=) 2ay5 det [ a2 az3 }
agz2 ass as1  Gs33

az1 a2
+(=)13aq3 det
( ) 1 asy as2

= 011(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - (1236131) + a13(a21(l32 - a22031)

e Sviluppando rispetto alla seconda riga (i = 2) si ha:

det(A) = (=)**ag det [ @2 s ] + (=)*"2ay det { ¢11 013 }
@32 433 asy  ass

ailr a2
+(=)*3a93 det
( ) 23 azy as2

= —agi(ai2a33 — a13a32) + azz(ai1ass — aizasi) — azs(ai1as2 — a12as1)

o Sviluppando rispetto alla terza riga (i = 3) si ha:
det(A) = (—)3Ha31 det [ t12 13 ] + (_)3+2a32 det { ail  a13 }

a2 A23 a21 a23

33 a1l a2
+(—)>asz det
(=)ag { }

= a31(a12a23 - a13a22) - a32(a11a23 - a13a21) + a33(a11a22 - a12a21)
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Esempio 2.7 In taluni casi puo essere estremamente vantaggioso per ridurre i
calcoli sviluppare il determinante rispetto ad una certa riga, piuttosto che rispet-
to ad altre, come evidenziato in questo esempio.

Sia

1 2
A=|0 1 € R**3,
3 4

N O Ut

Sviluppando rispetto alla seconda riga si ha da calcolare un solo determinante
di sottomatrice 2 X 2 anziché tre. Infatti

det(A) = (—)*2agpdet | 1 W3 | — (Cp2H21qet | & O | —2-15=—13
asr as3 3 2

Vale un analogo del precedente Teorema 2.2 con sviluppo per colonne.

Teorema 2.3 Formula di Laplace (per colonne)
Vale la sequente formula di sviluppo del determinante rispetto alla generica
colonna k—sima di una matrice A € R™*™,

n
det(A) = Z(—)”kaikMik con k fissato
i=1
Esempio 2.8 Esempio di riferimento n =3
Sia
a11 a2 ais
A= a1 Q22 923 S R3%3.
asy a2 a33

o Sviluppando rispetto alla prima colonna (k = 1) si ha:

det(A) = (*)lﬂau det { @22 023 } + (*)1+2a21det { a2 a3 }
aso a3z ase  ass

ai2 a3
+(=)3as det
(=) s aze a3

= &11(a22a33 - a23a32) - a21(6l12a33 - Cl136l32) + a31(a12a23 - a22a13)

o Sviluppando rispetto alla seconda colonna (k= 2) si ha:

det(4) = (=)*" a1z det { d21 a23 } + (=)?*2ay, det { ail  ais }
asz1 ass as1  ass

ail a2
+(=)?3a35 det
( ) 82 a1 Aa23

= —a12(a21a22 - a31a23) + a22(a11033 - a13a31) - a32(a11a23 - al3a21)

o Sviluppando rispetto alla terza colonna (k =3) si ha:

det(A) = (_)3+1(L13 det { 421 022 } + (—)3+2a23 det { a1l G612 }
asi as2 asi ass

33 ail a2
+(—)"as33 det
(=)%as { }

a13(a21a32 - a31a22) - a23(a11a32 - a31a12) + a33(a11a22 - a12a21)
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Esempio 2.9 In taluni casi puo essere estremamente vantaggioso per ridurre
1 calcoli sviluppare il determinante rispetto ad una certa colonna, piuttosto che
rispetto ad altre colonne o rispetto alle righe, come evidenziato in questo esem-
pio.
Sia

1 0 3
A=12 1 4 | eR3*3,
5 0 2

Sviluppando rispetto alla seconda colonna si ha da calcolare un solo determinante
di sottomatrice 2x2 anziché tre (come nel caso delle altre due colonne) o anziché
due o tre (come nel caso dello sviluppo per righe). Infatti

13

5 2

det(A) = (—)2"2ag, det { @i s } = (—)2+21det{
a31 ass

}:2—15:—13

2.6 Proprieta caratteristiche del determinante

La funzione determinante gode di alcune proprieta interessanti.

1. Omogeneita
Se una costante ¢ € R moltiplica una fissata riga (colonna), il determinante
risulta moltiplicato per c.
Ad esempio, si ha

cair Gi12 ais a1l aiz2 13
det caso1 Q22 Q93 = cdet 21 Q22 423
cazr G32 Aas3 aszy asz2 a3z

Infatti, basta considerare la Formula di Laplace applicata alla prima colon-
na: ¢ evidente che si puo mettere in evidenza la costante c e poi ricomporre
la matrice 3 x 3.

Come conseguenza si ha che se una matrice ha una riga (o una colonna)
tutta nulla, il suo determinante ¢ nullo (si pud pensare quella riga (o
colonna) come moltiplicata per ¢ = 0).

2. Invarianza per scorrimento
Sommando ad una riga (colonna) un’altra qualsiasi riga (colonna) molti-
plicata per una costante ¢ € R, il determinante risulta invariato.
Ad esempio, si ha

a1l +caiz a2 Q13 a1 aiz G13
det | ao1 +cass ass ass =det | as1 a2z ass
asi + cazz @32 A33 as; as2 ass

Come conseguenza si ha che se una matrice ha due righe (o una colonne)
uguali, il suo determinante & nullo (si sottraggono le due righe (o colonne)
uguali, ottenendo una riga (o colonna) tutta nulla).

3. Linearita
La funzione determinate & lineare rispetto a ciascuna delle sue righe (colon-
ne).
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Ad esempio, si ha

a1 +ai1 a2 as
det | as1 +as1 ass  ass =
az1 +as1 asz ass

a1 a2 ais a1 a2 ais
=det | az1 a2 ag3 | +det | a1 age ao3
azy azz2 a3 as1 az2 a3

Infatti, basta considerare la Formula di Laplace applicata alla prima colon-
na: € evidente che si possono separare gli addendi in evidenza a;; + a;; e
poi ricomporre le due matrici 3 x 3.

4. Alternanza
Scambiando fra loro due righe (o colonne), il determinate della matrice
cambia semplicemente di segno.
Ad esempio, si ha

ai2 ail ais a11 ai2 a3
det a2o Q21 G23 = —det a21 Q22 Q23
az2 asr a33 aszi asz as3

2.7 Esercizi

1. Verificare le proprieta del determinante di sezione 2.6 sulle seguenti matrici

cailr Q12 b1 + cbiz bio
A= B = ’
[ caz  a ] ’ [ ba1 + cbaz b2 }

[cii+én e dia  di
C= - .D =
| C21 +Ca1 C22 ] { daa  do1 }

2. Calcolare il determinante di

0 o O 0
0 0 awa O 0
A=
0 0 ap_g 0
0 0 Qp_1
Ll an 0 ... ... 0 |

3. Calcolare il determinante delle seguenti matrici:

1 2 3 2 2 3 4 2 3
A=1|14 5 6|, B=|8 5 6|, C=]|10 5 6
7 8 1 14 8 1 8§ 8 1
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2.8 Matrici particolari

Definizione 2.10 Matrice trasposta AT
Sia A € R™™ allora si definisce matrice trasposta la matrice AT € R™*™ tale
che

(AT)ij = Qjq, 1= 1,...,m;j:1,...,n

0551a
ai A1n
aiq e k1 ‘e an1
A= a1 Akn € AT =
A1m  --- Qkm -+ Gpm
Am1 -+ Qmn

Definizione 2.11 Matrice aggiunta AY
Sia A € C™™ allora si definisce matrice aggiunta la matrice AH € C™*™ tale
che

(AH),'J' :Ejia 1= 1,,m,] = 1,...771.

05514
a11 Q1n
ap ... Qg1 ... QGpi
_ H _
A=| ap1 ... apn e A" =
Tim o Tkm - Tom
aAml - Qmn

Proposizione 2.3 Valgono le sequenti proprieta:
1. (AB)T = BTAT con A € R™*™ B € R™*!;
2. (AB)! = BHAH cop A e C"*™ B e C™;
3. (AB)™' =B 1A con A, B € C" ™ invertibili;
4. (AF)=t = (A=HH con A € C™™ invertibile.

Per ricordare le precedenti proprieta si tengano presenti le seguenti semplici
considerazioni (che non hanno pretesa di dimostrazione).

Relativamente alla 2) (e alla 1)): siano A € C"*™ B € C™*! allora C =
(AB) € C*™. D’altra parte A € C™*" e BH ¢ C'*™, quindi, per consisten-
za, si puo effettuare il prodotto D = A" BH se e solo se n = [ (cosa che non sara
in generale vera) e in tal caso D € C™*™ che avra le stesse dimensioni della
matrice C' se e solo se m =n = (e ovviamente non ¢ detto che C coincida con
D visto che in genere non vale la proprieta commutativa). In definitiva, basta
pensare al caso di vere e proprie matrici rettangolari per accorgersi che occorre
invertire l'ordine dei fattori.

Relativamente alla 3): siano A, B € R"*"™ si ha

(AB)(AB)™' = ABB™'A ' = ATA™' = AA ' =1

come deve essere per definizione di matrice inversa. D’altra parte se fosse
(AB)™! = A='B~! si avrebbe (AB)(AB)~! = ABA='B~! e poiche¢ non vale
in genere la proprieta commutativa, non si riuscirebbe ad ottenere la matrice I.
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Proposizione 2.4 Valgono le sequenti proprieta del determinante:

Per ricordare le precedenti proprieta si tengano presenti le seguenti semplici
considerazioni.

Relativamente alla 2) (e alla 3) per estensione): si applichi la Formula di
Laplace alla prima colonna di A” e si applichi la Formula di Laplace alla prima
riga di A, tenendo conto che la proprieta e evidente nel caso di matrici 2 x 2.
L’estensione al caso della 3) segue dal fatto che 21 + 20 =21+ %2 € Z123 = 71 23
per ogni z1,7%z3 € C.

Relativamente alla 4): vale che det(I) = det(AA™") =y det(A)det(A™)
ove det(I) =1 (si pensi all’applicazione ripetuta della Formula di Laplace).

Definizione 2.12 Sia A € R*»*"(C"*™)

o A c R™™" matrice diagonale se a;; =0 peri # j,

08sia ~ _
ail 0 0
0 a2 0 0
A= ;
0 0 Ap—1n—1 0
L 0 ... . .. 0 Qnn |

o A € R" " matrice tridiagonale se a;; =0 per |i — j| > 1,

08810
[ a1 Q12 0 e N 0 1
a1 Q22 Q23 0 N 0
0 .
A= ;
: " 0
0 v 0 n—1n—2 QApn—1n—1 On—1n
| 0 0 Ann—1 Ann |

o A e R™™™ matrice triangolare superiore se a;; =0 peri > j,

08s1a ~
a1
0

a12
@22

a23

22

Qp—1n—1

A1n
a2n

Gp—1n

ann




o A c R™™™ matrice triangolare inferiore se a;; =0 peri < j,

05581a, ~ _
aiq 0 0
a2 a2 0 0
A= ;
anp—11 Ap—1n—1 0
| Qn1l Apn—1 Ann |

o A c R "simmetrica se AT = A;

o A c C™" Hermitiana se A = A;

A € C™™" definita positiva se A" = A e per ogni x € C",z # 0 vale
che Az > 0;

o A € C™" semidefinita positiva se A = A e per ogni x € C", vale
che Az > 0;

A € C™" definita negativa se A = A e per ogni x € C", 2 # 0 vale
che Az < 0;

e A € C™" semidefinita negativa se A" = A e per ogni x € C", vale
che o Az < 0;

o A c R"™" ortogonale se ATA=AAT =1I;
o Ac C™" unitaria se AHA=AAH =1,

Proposizione 2.5 Valgono le sequenti proprieta

1. A diagonale allora det(A) =[], ai;;
2. A triangolare superiore (inferiore) allora det(A) = [T\, ai;;
3. A definita positiva (negativa) allora det(A) > 0(< 0).

Si osservi che le proprieta 1) e 2) si verificano semplicemente facendo uso della
Formula di Laplace, opportunamente applicata.

2.9 Esercizi

1. Sia
ai; al2 013 d 0 0
A= az a2 a3 |, D=| 0 do O
as; azz ass 0 0 ds

Calcolare AD e DA e dedurne la regola generale per matrici di dimensione

n.
2. Sia -
i 00 [0 0
L=1|1ln I 0 |, L=]|1l1 by 0
l31 32 33 I31 3o a3

Calcolare LL e LL e dedurne la regola generale per matrici di dimensione
n.
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. Sia

Ul Uiz U3 B Uil U2 Uis
U=1| 0 wux wg [, U=| 0 w2 dus
0 0 uss 0 0 17,33

Calcolare UU e UU e dedurne la regola generale per matrici di dimensione
n.

. Verificare che {D € R"*" tali che D matrice diagonale} ¢ un sottospazio
vettoriale di V' = {4 tali che A € R"*"} che ha dimensione n e darne una
base.

. Verificare che {L € R™*" tali che L matrice triangolare inferiore} ¢ un
sottospazio vettoriale di V' = {4 tali che A € R™*"} che ha dimensione
n(n + 1)/2 e darne una base.

. Verificare che {U € R™*™ tali che U matrice triangolare superiore} ¢ un
sottospazio vettoriale di V' = {A tali che A € R™*"} che ha dimensione
n(n +1)/2 e darne una base.

. Verificare che {S € R™*™ tali che S matrice simmetrica} ¢ un sottospazio
vettoriale di V' = {A tali che A € R"*"} che ha dimensione n(n +1)/2 e
darne una base.
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3 Sistemi lineari
3.1 Generalita
Si consideri il sistema a coefficienti reali di m equazioni lineari in n incognite

a1121 + a12Z2 + ...+ A1pT, = by

(21T1 + G22T2 + ... + A2p Ty = b

Am1%1 + Qoo + ... + QG ®n = by
ovvero, in forma matriciale,
Az =bcon AcR™ ™ zcR"ebcR™.

Si vuole determinare, se esiste, la soluzione (eventualmente le soluzioni) del
sistema lineare, vale a dire

z* = [2},...,25)T € R" tale che Az* =b.

Per poter dare delle condizioni sull’esistenza e sul numero di soluzioni z* &
necessario introdurre la seguente nozione di rango di una matrice.

Definizione 3.1 rango di una matrice
Sia A € R™*™. Si dice che la matrice A ha rango r se

o A contiene una sottomatrice quadrata di dimensione r con determinante
non nullo;

e ogni sottomatrice quadrata di A di dimensione maggiore a v ha determi-
nante nullo.

Esempio 3.1
Sia

1 2 -1
4=y i o)
La matrice A ¢ tale che rango(A) = 1, in quanto la seconda riga uguaglia la
prima riga moltiplicata per 2.

Sia
12 -1
B[Q 4 1 ]

La matrice B é tale che rango(B) = 2. Infatti, ad esempio, é

2 -1
det{4 ) ]67&0.

L’esistenza e il numero di soluzioni di un sistema lineare sono regolate dal
seguente Teorema.
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Teorema 3.1 di Rouché-Capelli
Sia Ax = b con A € R™*", x € R", b € R™. Il sistema lineare ammette
soluzione se e solo se rango(A) =rango([A|b]), ove la matrice

aiq N A1n b1
[Alp] =
Aml - Qmn | bm

e la matrice ottenuta orlando la matrice A con il termine noto b. Di piu, se il
sistema lineare ammette soluzione allora si hanno due possibilita:

e se rango(A) = n, ovvero pari al numero di incognite,il sistema lineare
ammette un’unica soluzione (nel caso di matrici quadrate rango(A) = n
se e solo se det(A) #0);

e se rango(A) = k < n, il sistema ammette un’infinita di soluzioni e piu
precisamente il sistema ammette oo™ soluzioni.

11 significato del Teorema di Rouché-Capelli € il seguente: la relazione b = Ax
si puo interpretare come

a1 a19 A1n
b= : 1+ : To+ ...+ : Tn,
A1 A2 Amn
ossia b € combinazione lineare dei vettori aj, = [aij,... ,amj}T, ji=1,...,n
dati dalle colonne della matrice A, con coefficienti della combinazione lineare
dati da z1,...,2,. Se fosse rango([A|b]) >rango(A), allora vorrebbe dire che i
vettori aiy,...,ans, b sono linearmente indipendenti, il che contraddirrebbe la

scrittura precedente.

Esempio 3.2 Sia Az =b con

[ ]
1 1 -1 1
A=1]2 2 1|, b=|5
1 0 0 1
Poiché rango(A) = 3 (e ovviamente rango([A[b]) non puo essere maggiore
di 3), il sistema ammette soluzione, e pit precisamente ne ammette una
ed una sola. Infatti, risolvendo per sostituzione, si ha
1314*1'271'3:1 Z‘Q*IL':;:O o = I3
21 +2x9 +x3 =05 ossia 29 + 3 =3 ossia r3 =1
r1 =1 1 =1 1 =1
Quindi si ha una ed una sola soluzione data da 7 = x5 = x5 = 1.
[ ]
1 1 -1 1
A=12 2 2|, b=1|1
1 0 0 1
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Poiché rango(A) = 2 e rango([A|b]) = 3, il secondo sistema non ammette
soluzioni. Infatti, risolvendo per sostituzione, si ha

T1+x9—2x3=1 To—x3 =0 Lo = X3
201 4+ 229 — 223 =1 ossia 209 — 213 = —1 ossia 0=-1
1 =1 r1 =1 T =

il che & impossibile!

[ )
11 -1 1
A=|2 2 —2|, b=]2
10 0 1

Poiché rango(A) =rango([Alb]) = 2 < n, il sistema ammette soluzione e
pit precisamente ne ammette oo'. Infatti, risolvendo per sostituzione, si

ha
T1+x9 —2x3=1 To—x3=0 . .
. . 9=
201 + 229 — 223 = 2 ossia, To—x3=0 ossia { = 3
1’1:1 xlzl ! ’

Quindi si hanno ool soluzioni del tipo x5 = 1,25 = %, x5 € R qualsiasi.

Poiché rango(A) =rango([Alb]) = 1 < n, il sistema ammette soluzione e
pit precisamente ne ammette 0o, Infatti, risolvendo per sostituzione, si

ha

I1+$2—I3:1 1‘1+932—JC3:1

2x1 + 229 — 223 = 2 ossia, T+ x0—23=1

3r1 4+ 3x9 — 3x3 =3 Ty +ax9—2x3=1
Quindi si hanno oo? soluzioni del tipo x5 = xf + a3 — 1, a7, 25 € R
qualsiasi.

Consideriamo, ora, il caso particolare dei sistemi lineari con termine noto pari
al vettore nullo.

Definizione 3.2 Sistema lineare omogeneo
Si dice sistema lineare omogeneo un sistema lineare del tipo

Az =0con AcR™ " zcR"e 0cR™.
Come semplice applicazione del Teorema di Rouche-Capelli al caso di sistemi
lineari omogenei si ha la seguente proposizione.

Proposizione 3.1
Sia

Az =0con A€ R"™" zcR"0cR™.

La soluzione banale x7 = ... = x}, = 0 & sempre soluzione. Il sistema ammette
anche soluzioni diverse da quella banale (e sono ovviamente infinite) se e solo
se rango(A) < n (nel caso A € R"*™ se e solo se det(A) =0).
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Esempi importanti di sistemi lineari omogenei verranno considerati nella suc-
cessiva sezione 4.

3.2 Applicazioni linearida V =R™ a U = R"

Il problema della risoluzione di un sistema lineare Az = b con A € R™*" z €
R™ b € R™ ha un’interpretazione interessante quando inquadrato nella teoria
delle applicazioni lineari fra spazi vettoriali. Per un’applicazione di rilievo di
questa interpretazione si veda la sezione 4.

Definizione 3.3 Applicazione lineare fra spazi vettoriali
Un’applicazione F .V — U, ove V =R™ e U =R", si dice lineare se

e per ogni x1,xs €V si ha F(z, +25) = F(z;) + F(xy)),
o per ogni o € K =R e per ogni z € V' si ha F(az) = oF(z).

Esempio 3.3 Sia V = U = R? e si consideri l'applicazione che associa ad un
vettore del piano la sua proiezione sull’asse delle ascisse, o0ssia

r(ah)-1%]
per ogni v = [v1, vs]T.

Tale applicazione é chiaramente un’applicazione lineare in quanto vale che

o per ogni v,w €V si ha Flv+w = F(v) + F(w)) = [v1 +w,0]7,

e per ognia € K =R e per ogniv € V si ha F(av) = oF (v) = [avy, 0]7.

T

)

Ora consideriamo la base canonica di V' = R™, ossia gli m vettorie; = [10...0]
e = [010...07, ..., e, = [0...0 1]T. Grazie alla proprietd di linear-
ita dell’applicazione F', per sapere come opera tale applicazione su un vettore
generico

T =ux16; + 228+ ... +2Tme,, €R™

¢ sufficiente sapere come opera F' su ciascuno dei vettori della base canonica di
V =R™ in quanto

y=F(z) = F(rie, +x2ey+ ...+ Tme,,)
= wiF(e) +22F(ey) +.. 2 Fley)

Ora, poniamo, per ogni k=1,...,m
a1k
a2k
Fle) = .
Ank

ove il primo indice denota la componente del vettore F'(e;); mentre il secondo
indice & fissato uguale a k ad indicare che si sta rappresentando il vettore F'(e,,).
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Quindi, costruiamo una matrice di n righe e m colonne accostando gli m vettori

colonna F(e,), k=1,...,m, nell’ordine, ottenendo cosi
ail ai12 e A1m
A a1 a22 . a2m Rnxrn
= . . . S .
anl an2 cee Qpm

Ora, l'espressione della i—sima componente del vettore y € R" ¢ data da

y =F(z)i = wmF(e)i+m2F(e)i+ ... +xml(e,)

= 2101 + 2202 + ...+ TmAim
m
E G,Z'j.’Ej7

=1

e corrisponde a quella ottenuta considerando

Y, = (Ai)z

con y vettore risultato del prodotto della matrice A per il vettore colonna z.
Pertanto, si pud concludere che le matrici sono un modo compatto per rappre-
sentare ’azione di un’applicazione lineare F' su un qualsivoglia vettore.

Inoltre, il problema della risoluzione di un sistema lineare Az = b con A €
R™*™ ¢ € R™ b € R™ risulta equivalente a quello di determinare i vettori z*,
se esistono, che vengono trasformati dall’applicazione lineare F' assegnata nel
termine noto b assegnato. Ritorneremo sul significato di questa interpretazione
nella sezione 4.

Esempio 3.4

1. Si consideri Uapplicazione lineare F : R> — R3 definita tramite le relazioni

F(1 =117y = [014+kk—1]7T
F([111)7) = [01+k14+KT
F(jo o 17 = [10kT

L’applicazione lineare é univocamente determinata in quanto + vettori v, =
1 —117, vo=[111% evy=1[001]" formano una base di R3. Infatti
sono in numero di 3 e sono linearmente indipendenti essendo

1 10
det| =1 1 0 | #0
1 11
Si vuole determinare la matrice associata a F rispetto alla base canonica
di R3. Per fare questo, occorre determinare le immagini degli elementi
della base canonica di R® tramite Uapplicazione lineare F e scriverne le
coordinate sempre rispetto a tale base.

Ora, per definizione di applicazione lineare, vale che se il generico vettore
v € R® ha coordinate [a b c]T rispetto alla base v;,v,,v5, ovvero v =
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av; + bvy + cvg, allora F(v) = aF(vy) + bFvy) + cFug).
Quindi, poiché vale che il primo vettore della base canonica si puo scrivere
come

1
€1 = 0 :*Q1+*E2_1237
0 2 2
st ha che
1 1
Fl(e) = §F(Ql)+§F(92)_1F(E3)
1 0 1 0 1 -1
:51—&-16 +§ 1+k | -0 |=]1+k
k—1 1+k k 0

Ora, poiché vale che il secondo vettore della base canonica si puo scrivere

come
0

1 1
e =11 :*§Q1+522+0237
0
st ha che
1 1
Fley) = —§F(Q1) + §F(E2) +0F (vs)

1 0 1 0 0

k—1 1+ k 1

Ora, poiché il terzo vettore della base canonica é il terzo vettore rispetto a
cui e definita l'applicazione lineare non occorre fare altri calcoli e si ottiene
che la matrice A rappresentativa dell’applicazione lineare é

-1 0 1
A=|1+k 0 0
0 1 k

. Si consideri Uapplicazione lineare F : R* — R? definita tramite le relazioni

F[10107 = [107
F(-10107) = [-1 ]
F(oo11") = [p2T
F(o1o —1)7) = 11T

L’applicazione lineare € univocamente determinata in quanto 1 vettori v, =
10107, vy=[-1010%, v;=0011" en, =010 —1)F
formano una base di R*. Infatti sono in numero di 4 e sono linearmente
indipendenti essendo

1 =10 0
0 0 0 1

det ]y 4 1 ¢ |70
0 0 1 —1



St vuole determinare la matrice associata a F rispetto alle basi canoniche
diR* e R2. Per fare questo, occorre determinare le immagini degli elemen-
ti della base canonica di R* tramite 'applicazione lineare F e scriverne le
coordinate rispetto alla base canonica di R2.

Ora, vale che se il generico vettore v € R* ha coordinate [a b ¢ d]T
rispetto alla base vi,v,,v5,v4, ovVEro ¥V = avy + buy, + cvg + dvy, allo-
ra F(v) = aF(vy) + bF (vy) + ¢F (vg) + dF (vy).

Quindi, poiché vale che il primo vettore della base canonica si puo scrivere

come
1
0 1 1
a=1y 2521_§QQ+OQS+OQ4’
0
si ha che
1 1
Fle) = §F(yl)—§F(yz)+0F(yg)+0F(@1)
_olpry_otp-ry g1
210 21 0 | |0

Ora, poiché vale che il secondo vettore della base canonica si puo scrivere

come
0
1 1 1
€= | = 3t gt lug+ly,
0
si ha che
1 1
Fle) = —§F(ﬂl) - §F(22) +1F(vg) + 1F (vy)

kI RN EI Y

Ripetendo il procedimento anche per i restanti due vettori si ottiene che la
matrice A rappresentativa dell’applicazione lineare é

1100
A‘[osoz]

3.3 Un metodo di risoluzione per i sistemi lineari

Anziché considerare il classico metodo di Cramer (che fa uso della teoria del
determinante e che & computazionalmente molto costoso (numero di operazioni
dell’ordine di n! con n dimensione del sistema lineare)), si considera un metodo
di risoluzione alternativo che si basa sostanzialmente sulla nozione di sistemi
lineari equivalenti.

Definizione 3.4 Sistemsi lineari equivalenti
Si considerino due sistemi lineari

Az = bcon AeR™" zeR",beR™,

Cy = dcon CeR™" yecR" deR™.
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I due sistemi lineari si dicono equivalenti se ogni soluzione del primo sistema é
soluzione del secondo sistema e viceversa.

Consideriamo ora due esempi di sistemi lineari equivalenti che sono alla base
del metodo di risoluzione che si vuole qui di seguito introdurre.

Proposizione 3.2 Si consideri il sistema lineare

Rl =a11T1 + ai2x2 + ...+ a1pnTy —bl =0

Ri1=ai—11x1+ai—1222+ ...+ @i—1nTp —bj_1 =0
Ri = @;1T1 + Q22 + ... + QinTy — bl =0

Rip1 = a1 + aip12%2 + .+ Qi 1nTn — bip1 =0
Rj—l =a;-1171 + a5 _-12T2 + ...+ Aj—1nTn — bj—l =0
Rj = 05171 + Aj2X2 + ...+ AjnTp — bj =0

Rj+1 = aj111%1 + @j112%2 + ... + Cjp1nTn — bj+1 =0

R,, = amix1 + @Gmoxa + ... + GmnTy, — by, =0

e il sistema lineare

II)

R1 = a11T1 + a1222 + ...+ ATy — b1 =0

Ri_1=ai—uiz1+ai—1222+ ...+ @i—1nTp —bi—1 =0
Rj = G121 + Aj2T2 + ...+ AjnTy — bj =0
Rip1 = a1 + aip12%2 + .+ i 10T — big1 = 0

=a;-11T1 + aj—1272 + ...+ Aj—1nTn — bj—l =0
= a;1T1 + a;2xo + ...+ AQinTy — bz =0
i+l = Qj411T1 + ajy12T2 + ... + Ajp1nTy —bjp1 =0

<.
=

S

R,, = amix1 + @Gmaa + ... + GmnTn — by, =

che differisce dal sistema lineare I) per il solo fatto che la j—sima equazione
R; =0 ¢ stata scambiata con l'equazione i—sima R; = 0. Il sistema lineare I)
e il sistema lineare II) sono equivalenti.

Dimostrazione: ['affermazione € ovvia in quanto le soluzioni di un sistema
lineare non dipendono dall’ordine delle equazioni.

Proposizione 3.3 Si consideri il sistema lineare

Ry =ay1x1 + aox2+ ... +ainr, —b1 =0
Ry = as1x1 + asoxo + ...+ aspy —ba =0

Rj,1 =0;-1171 + Gj—12T2 + ... + Qj_1nTpn — bj,1 =0
Rj aj1T1 + Gj2T2 + ... + QjnTy —bj =0
Rj+1 = G;+11%1 + Qj412%2 + ... + Qjp1nTn — bj+1 =0

R, = amit1 + @maxo + ... + @Gy — by, =0
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e il sistema lineare

R =0
Ry =0

ryd i =0
Rj =R +asRo+ ...+ Oéj_le_l + OéjRj + Oéj+1Rj+1 + ...+ anR,,=0

Rjt1=0

R, =0

che differisce dal sistema lineare I) per la sola j—sima equazione Rj =0, che ¢
una combinazione lineare delle m equazioni Ry =0,..., R,, = 0 del sistema I)
con coefficienti della combinazione lineare dati da o, ..., 0y, con aj # 0.

Il sistema lineare I) e il sistema lineare IT) sono equivalenti.

Dimostrazione:
Si assume che z7, ..., 2} siano una soluzione del sistema I) e si vuole verificare
che z3, ...,z sono una soluzione del sistema IT).

Dalle ipotesi fatte si ha che

Ry =anz] +apxs+...+ammz, —01 =0

0

J— * * *
Rj = ajlxl —+ anZL'Q + ...+ CLjnIEn — bj

Ry = am17] + @ma5 + ...+ @y, — by =0
Quindi, anche la j—sima equazione del sistema IT) & soddisfatta essendo

Ri=a0+...+a0+...4+a,0=0

e ovviamente lo sono pure le rimanenti equazioni By =0,...,R;_1 =0, R4 =
0,..., R, = 0 essendo le medesime del sistema I).

Viceversa, si assume che z7, ..., z} siano una soluzione del sistema IT) e si vuole
verificare che z7,...,z} sono una soluzione del sistema I).

Dalle ipotesi fatte si ha che z7, ..., 2}, soddisfano le equazioni

R1 = anxf +a12x§ —+ ... +a1n17:1 — b1 =0

Rj_l = (lj_ul‘){ + aj_12x§ + ...+ aj_lnxfl — bj_l =0
* * —
Rj+1 = (lj.,.nJC’lk + aj11225 + ...+ G110, — bj+1 =0

Ry, = amix] + amaxs + ...+ amnx), — by =0

ossia tutte, tranne la j—sima equazione, per entrambi i sistemi lineari. Ora
sostituendo nella j—sima equazione del sistema IT) si ha

Rj:a10+...+aj,10+ajRj+aj+10+...+am0:ajRjEO
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poiché z7, ..., z} sono una soluzione del sistema IT). Inoltre, poiché per ipotesi
e aj # 0, deve essere pure R; = 0 ossia 7, ..., ), soddisfano anche la j—sima
equazione del sistema I).

Riassumendo, si ¢ verificato che scambiare fra loro equazioni o sostituire ad
un’equazione una combinazione lineare delle equazioni del sistema, con il solo
vincolo «; # 0, permette di ottenere un sistema lineare equivalente, ossia con
tutte e sole le soluzioni del sistema di partenza.

Ora, un’applicazione ripetuta e mirata di tale tecnica permette di trasformare
un qualsivoglia sistema lineare assegnato in sistema lineare equivalente, ma di
piu facile risoluzione (anche rispetto alla risoluzione su calcolatore).

Vediamo il metodo su un esempio.

Esempio 3.5 Sia Az = b con

1 -2 3 2
A=13 -2 3|, b=1|4|,
4 -4 1 1
ovvero
Ri=x1—229+4+3x3—2=0
Ry =3z1 — 229 +3x3—4=0
R3:4$174I2+I371:0
del quale esiste unica la soluzione z* tale che Az* = b, poiché det(4) =

—20 # 0. I passo: si sostituisce all’equazione Ry = 0 la combinazione lin-
eare Ry — 3Ry = 0, ove si & scelto come coefficiente della combinazione lineare
3 = ag1/a11. Analogamente si sostituisce all’equazione Rz = 0 la combinazione
lineare R3—4R; = 0, ove si ¢ scelto come coefficiente della combinazione lineare
4 = a3y /ayy. Si considera quindi il sistema lineare equivalente

Ri=x1—2154+323—2=0
R2—3R1=3$1—2132+3$3—4—3(1'1—2172+3£E3—2)=0
R3*4R1:4$174$2+‘T3*174(x1721‘2+3LE3*2):0

0ssia
Rgl) :Rl =x1—2x2+3x3—220
R =day — 625 +2=0
R =42y — 1125+ 7=0

) )

. L . 1 L . 1

11 passo: si sostituisce all’equazione Ré = 0 la combinazione lineare Ré -
1 PN . . . .

Ré) = 0, ove si & scelto come coefficiente della combinazione lineare 1 =

agé)/agé). Si ha quindi

RY =21 — 225+ 325 —2=0
Rél):4:p2—6x3+220
RY) —2RM = day — 1lws + 7 — (dap — 625 +2) = 0

08s1a
REQ) :R1:1'1—2£L'2+3"E3—2:0
RY) = RV = 4x5 — 623 +2 =0
RY) = 503 4+5=0
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In definitiva, si e trasformato il sistema di partenza nel sistema lineare equiva-
lente Ax = b con

i 1 -2 3 i 2
A=|0 4 -6, b=| -2
0 0 -5 -5

Ora, un sistema lineare, la cui matrice sia triangolare superiore, si puo
risolvere facilmente (a mano o su calcolatore) con una procedura che prende
il nome di risoluzione Backward (a ritroso).

Infatti, dall’ultima equazione si ricava xi = 1; quindi sostituendo nella seconda
equazione il valore trovato per x3 si ottiene

x5 = (625 —2)/4 = 1.
Infine, sostituendo nella prima equazione il valore trovato per x% e x3 si ottiene
x] =2z5 —3x5+2=1.

Qualora all’k—mo passo ci si trovasse ad avere che 1’elemento in posizione k, k
¢ nullo, ¢ sufficiente scambiare I’k—sima equazione con una delle successive tale
che il coefficiente relativo all’incognita xzj sia non nullo.

Si tenga presente che sotto 'ipotesi di A non singolare tale equazione alternativa
esiste sempre.

3.4 Esercizi

1. In dipendenza di k € R, determinare il rango della matrice

3 4 5
A=|1 3 2
kE k k
e della matrice
3 =4 1 5
B=|]1 -3 1 2
E k k k
2. Discutere in dipendenza del parametro k € R la risolubilita del sistema
lineare
(k+1y+10z = 8
Y+ 4z = 4
T+ 4y + 162 = 9

e quando possibile determinarne le soluzioni.

3. Discutere in dipendenza del parametro k € R la risolubilita del sistema

lineare
v+ (k—-k)z = 2—-k
(k — k?)z = 1—-k
T—y = 0

e quando possibile determinarne le soluzioni.
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4. Discutere in dipendenza del parametro k£ € R la risolubilita del sistema
lineare

3z +2y+kz+4t = k
2v+y+kz+3t = 0
z+y+3t = 1

e per k = 1 determinare le soluzioni.

5. Discutere in dipendenza del parametro k£ € R la risolubilita del sistema
lineare

c+y+kz+(E—1lw = k+1
ky+kk+1z+(k+1)w = k+1
r+y = k

e quando possibile determinare le soluzioni.

6. Discutere in dipendenza del parametro k € R la risolubilita del sistema
lineare

kx+y+z = 0
ky+z+1 = 0
y+kz—1 = 0

e per k = 2 determinare le soluzioni.
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4 Autovettori e autovalori

4.1 Cambiamenti di base

Sia V' uno spazio vettoriale tale che dimV = n.

Si e visto in sezione 1.2 che uno spazio vettoriale ammette basi distinte, ma tutte
con la medesima cardinalita. Approfondiamo ulteriormente questo argomento
ponendoci la seguente domanda:

come variano le coordinate di un vettore v al variare della base rispet-
to a cui lo si rappresenta?

Siano 959959, € hq,hs, ..., h, due distinte basi dello spazio vettoriale V'
in esame.

Il vettore v € V si rappresenta rispetto alla prima base come combinazione
lineare di coefficienti =1, zs, ..., z,, vale a dire

V=19, + Tagy ..+ g, (1)

(ossia le coordinate di v rispetto alla base 9,951 4, SONO T1,T2,..., Typ) € si
rappresenta rispetto alla seconda base come combinazione lineare di coefficienti
Y1,Y2, - - -, Yn, vale a dire

v= ylﬁ1 + y2ﬁ2 +...+ ynhn (2)

(ossia le coordinate di v rispetto alla base by, hy, ..., h, SONO y1,Y2,...,Yn).
Per determinare il legame intercorrente tra le coordinate x1,xs2,...,x, € le co-
ordinate y1,yo, ..., Yy siricorre alla proprieta di unicita di rappresentazione del
Teorema 1.1: si puo affermare che gli elementi della prima base si rappresen-
tano in modo unico come combinazione lineare degli elementi della seconda base,
ossia per ogni k =1,...,n si ha

9, =D mirky, (3)
=1

ove l'indice k di m;; sta ad indicare che gli m;; sono i coefficienti della combi-
nazione lineare relativa al vettore g r
Si puo quindi definire una matrice

M= [mik]i:17~--,n;k:1,...,n S Rnxn’

tale che la sua k—sima colonna esprime le coordinate del vettore g, (k—simo
vettore della prima base) rispetto alla seconda base.
Ora, sostituendo la (3) nella (1) si ha

v=> Thg, =@ DTk mikhy
k=1 k=1 i=1
= Z (Z mz’kmk> h;
i=1 \k=1

n
=(2) Z Yily.
i=1

37



Quindi, sempre per 'unicita di rappresentazione rispetto alla base by, ho, ..., b
deve essere

mn’

n
yl-:E mipxr 1=1,...,n
k=1

ovvero, in forma compatta, posto z = [z1,72,...,7,]T e y = [y1,y2,. .. Yn) T

deve essere

)

y= Mz,

ove la matrice M = [mygli=1.... k:k=1,....n, definita precedentemente, viene detta
matrice del cambiamento di base.

E importante sottolineare che la matrice M, cosi definita, ¢ necessariamente
invertibile (e quindi non singolare) in quanto le componenti di un vettore v
rispetto alla prima base si possono esprimere in modo unico per mezzo di quelle
della seconda base e viceversa. Infatti, ripetendo il ragionamento con ruoli
rovesciati per le due basi si ottiene

z =My,
da cui
T = ]\;[Mg e y= MMQ
ossia
MM =MM =1,
ossia,

M=M"' e M=M"'

Esempio 4.1 1. Sia V = R*. Si vuole determinare la matrice del cambia-
mento di base dalla base canonica

€ = (1307070)7
§2 = (Oa 17070)a
Q?, = (anv 170)a
e, = (0,0,0,1)
alla base a bandiera
v; = (1,0,0,0),
Yy = (15 17070)a
23 = (15 17 17O)a
v, = (1,1,1,1)

e viceversa. Si € gia visto nell’esempio 1.3 di sezione 1.2 che ogni vettore
x = (x1,%2,%3,T4) Si pud scrivere come combinazione lineare dei vettori
€1, €q, 65,64 nel modo sequente x = x1e; + Toey + Taeg + Taey € come
combinazione lineare dei vettori vy, vy, vs, v, nel modo sequente x = (x1 —
x2)vy + (T2 — 23)vy + (3 — T4)U3 + T40y.

Quindi i vettori della base canonica si scrivono rispetto alla base a bandiera

38



come

e la matrice del cambiamento di base ¢ data da

Viceversa 1 vettori della

canonica come

e la matrice del cambiamento di base ¢ data da

lvy + Ovy + Ovg + Ovy
—1v; + 1vy + 0vg + Ovy
Ov; — 1vg + 1ug + Ouy
0v; 4 Ovy — 1v; + 1uy

o O o

-1 0 0
1 -1 0
0 1 -1
0 0 1

le; + 0ey + Oeg + Oey
ley + les + Oeg + Ogy
ley + leg + leg + Ogy
le; + 1leg + leg + 1ey

SO O =
OO ==
O~ =
— ==

Si pud verificare che vale MM = MM = I. Infatti

MM =

(=l elel

S o o+

OO = =

O~ =

—_ =

1 -1
0 1
0 0
0 O
0 1
0 0
-1 0
1 0

OO ==

O R R =

— = e

base a bandiera si scrivono rispetto alla base

. Sia V. = P2, Si vuole determinare la matrice del cambiamento di base
dalla base canonica 1,z,2% alla base 1,(x — x¢), (x — x0)(x — 1) (con
xo,T1 assegnati) e viceversa.
Ora, ogni polinomio pa(x) = ag + a1z + asx? si puo scrivere rispetto alla
base canonica come pa(x) = ag -1+ ay -« + az - v (ossia ha coordinate
ap, a1, as) e rispetto alla base 1, (x — xg), (x — xo)(x — x1) come pa(x) =
(ao +ar1wo + azxd) - 1+ (a1 +az(zo + 1)) - (x — 20) +az - (v — x0) (2 — 11)
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(0ssia ha coordinate ag + a1xo + asxd, a1 + aa(we + 1), az).
Quindi i vettori della base canonica si scrivono rispetto alla seconda base

1 = 1-140-(x—29)+0-(x—x)(x— 1)
= zp-14+1-(x—x0)+0-(x—x0)(x—21)
2 = 2 14 (xo+21)) (x—x0) +1- (2 —x0)(x — 21)

e la matrice del cambiamento di base ¢ data da

1z 22
M = 0 1 (a)‘() + 1‘1)
0 0 1
Viceversa i vettori della seconda base si scrivono rispetto alla base canon-
ica come
= 1-140-24+0-22
(z — x0) = —20-1+1-2+0- 22
(x —xo)(w—x1) = wox1-1— (W0 +21) 7+ 1-2°

e la matrice del cambiamento di base ¢ data da

1 —To X1
1 —(1‘0 + 1‘1)
0 1

Si pud verificare che vale MM = MM = 1.

4.2 Definizione e calcolo di autovalori e autovettori

Si e visto nella sezione 3.2 come le applicazioni dello spazio vettoriale R™ in
sé stesso si rappresentino tramite matrice quadrate n x n. Analoga rappresen-
tazione e possibile anche quando si consideri un generico spazio vettoriale V.
Il problema, di notevole rilevanza, che & naturale porsi e il seguente:

si puo scegliere in V una base in modo che 1’applicazione lineare da
V in sé venga rappresentata in “forma particolarmente semplice”?

Chiaramente occorre innanzitutto precisare meglio cosa si intenda con “forma
particolarmente semplice”.
L’idea ¢ quella di andare a cercare quei vettori non nulli dello spazio vettoriale
V' che vengono semplicemente dilatati (o contratti) dall’applicazione lineare F,
ossia tali che

F(v) = M.

Piu precisamente, si introduce la seguente definizione.

Definizione 4.1 Autovettore e autovalore

Si dice autovettore dell’applicazione lineare F dello spazio vettoriale V' in sé
stesso ogni vettore v € V' non nullo tale che F(v) = Av e il relativo coefficiente
A di dilatazione (o contrazione) si dice autovalore relativo all’autovettore v.
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Ora, sia A € R™ "™ la matrice rappresentativa dell’applicazione lineare F' dello
spazio vettoriale V in sé stesso rispetto ad una base fissata.
La ricerca di un vettore v tale che F(v) = v si traduce nella risoluzione del
sistema lineare

Az =z (4)

ossia
01171 + G12%2 + ... A1p Ty = AT
a91T1 + a22To + ... A2 Ty = )\1‘2

Ap121 + ApaX2 + ... ATy = AIp,

ove z ¢ il vettore delle coordinate del vettore v rispetto alla base fissata, ovvero
rispetto a cui I’applicazione lineare F' si rappresenta con la matrice A.

Ora, la (4) equivale a cercare le soluzioni non banali (ossia diverse dal vettore
nullo) del sistema lineare

(A— Az =0 (con I matrice identica),
per quei valori di A tali che
det(A — AI) = 0. (5)

Infatti se la matrice A— AI fosse invertibile (ossia det(A—ATI) # 0) allora 'unica
soluzione possibile sarebbe la soluzione banale

z=(A-X)"'0=0.

Ora, tenuto conto dello sviluppo del determinante, si ha che

a1l — )\ ai12 e A1n
a1 a9 — Ao agn
det(A — \I) =
an1 An2 cer Qpp — A

€ un polinomio di grado n in A, detto polinomio caratteristico della matrice A.

Esempio 4.2

e Cason=2: si ha

ajp — A a12

det(A — \I) . s — A

= (an - A)(GQQ - )\) — a12G21
= N- (@11 + a22) X + ar1a22 — a12a21

che é un polinomio di grado 2 in .

e Cason = 3: usando la formula di Laplace con sviluppo rispetto alla prima
riga, st ha
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air — A a12 a13

det(A — \I) = a1 ag — A a3
as asa ass — A
(141 . a2 — A az3
= ( ) (an A) det |: azo azs — A :|

+(=) 2445 det az1 az3
(=) 12 asy asz — A

V4B, det | @21 @22 = A
(=) ary de { asi as2
= (a11 — A)((a22 — M) (ass — A) — azsasz)

—a12(a21(a33 - >\) - a23031) + a13(a21a32 - (1122 - )\)a31)

che é un polinomio di grado 3 in .

Si noti che il contributo nel grado massimo e in quello successivo € dato
unicamente dal primo minore (e questa osservazione é generalizzabile al
caso di dimensione n generica,).

Ora, dette A1, ..., A, le n radici di tale polinomio (eventualmente contate tenen-
do conto della loro molteplicitd), Ay, ..., A, sono gli n autovalori della matrice
A.

In definitiva, il problema del calcolo degli autovalori di una assegnata matrice
A € R™ ™ & ricondotto a quello del calcolo delle radici di un’opportuno poli-
nomio di grado n, detto polinomio caratteristico della matrice A.

Si tenga presente che tali radici potranno essere eventualmente numeri complessi
anche se il polinomio ha coefficienti reali (si pensi al caso delle radici di un’e-
quazione di secondo grado a coefficienti reali, ma con discriminate negativo).
Una volta calcolati gli autovalori della matrice A, si calcolano i corrispondenti
autovettori risolvendo dei sistemi lineari omogenei del tipo (A — M)z = 0
con \ fissato.

Chiaramente, trattandosi di un sistema lineare omogeneo con matrice singolare
per definizione, si avranno infiniti vettori soluzione. Del resto ¢ evidente che
gli autovettori relativi ad un fissato autovalore sono determinati a meno di un
coefliciente di proporzionalita. In effetti, se z & tale che Az = Az con A fissato,
allora y = ax ¢ tale che

Ay = A(az) = adz = Ny,

ossia y = ax ¢ autovettore relativamente all’autovalore .

1 1
A= [ - ] .
Passo 1: si calcolano gli autovalori, cercando le radici del polinomio caratteri-
stico di secondo grado

Esempio 4.3 Sia

1

p2(\) = det(A — ) = { 1§A 12

}(1)\)22%2)\10

42



Vale che pa(A) = (A — A1) (A —X2) con Ay = 1++v2 e Ay = 1 — /2, ossia le due
radicisono)\1:1+\/§e)\2:1—\/§.

Passo 2.a: si calcolano gli autovettori relativamente all’autovalore A\ = 1+\/§,
risolvendo il sistema lineare omogeneo (A — A1)z = 0, ossia

(1 — )\1).’);‘1 +x0=0
2r1 + (1 — /\1)]}2 =0.

Poiché rango(A — \I) =1 (A — X1 non é la matrice nulla, quindi il rango é
> 1 e non puo avere rango 2 in quanto vale det(A — \I) = 0), il sistema ha
infinite soluzioni del tipo

a3y = —(1—\)af =2}, 2% €R,

ossia ogni vettore del tipo [xv%,v/2x%]T, x5 € R ¢ autovettore relativamente al-
Pautovalore A\ = 1+ v/2.

Ad esempio si fissa x5 =1 e si considera z* = [1,v/2]T come rappresentante di
questo insieme infinito di autovettori.

Si puo facilmente verificare che

o3 1)) [ ) ae

Passo 2.b: si calcolano gli autovettori relativamente all’autovalore Ay = 1—+/2,
risolvendo il sistema lineare (A — XoI)z = 0, ossia

(1 — )\2)3;‘1 +x0=0
2r1 + (1 — /\2)1‘2 =0.

Poiché rango(A — X2I) = 1 (came nel caso precedente A — \oI non é la matrice
nulla, quindi il rango ¢ > 1 e non puo avere rango 2 in quanto vale det(A —
A2l) =0), il sistema omogeneo ha infinite soluzioni del tipo

w3 = —(1 = do)a} = —V2a7], o] €R,

ossia ogni vettore del tipo [x%,—/223]T, 2% € R ¢& autovettore relativamente
all’autovalore \s.

Ad esempio si fissa x5 =1 e si considera x* = [1, —\@]T come rappresentante
di questo insieme infinito di autovettori.

Si puo facilmente verificare che

=3[ e ][ me-om g e

4.3 Matrici diagonalizzabili e non

Supponiamo che esistano in V' n autovettori v, v, ..., v, linearmente indipen-
denti con n = dim V, ossia tali che v;,v,,...,v,, siano una base per V.
Rispetto a tale base i vettori v;, v,, ..., %,, sono rappresentati dai vettori colonna
di coordinate

1 0 0

0 1 .

0 ’ 0 ) 0 ’

: 0
0 0 1
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in quanto le coordinate dei vettori di una base rispetto alla base stessa sono
ovviamente i vettori della base canonica.

Inoltre, indicati con A1, Ag,..., A, i relativi autovalori, allora i vettori F(v,),
F(vy), ..., F(u,), vale a dire i vettori Ajvy, Aa¥s,...,Aqv,, (questo poiché
i vettori vy, vs,...,u, sono autovettori) sono espressi dai vettori colonna di
coordinate

A1 0 0

0 A2 .

0 R 0 S e 0

: : 0

0 0 An

Quindi, ricordando quanto visto nella sezione 3.2, si ha che rispetto alla base
fissata, 'applicazione lineare F si rappresenta mediante la matrice

A0 Lo L 0
0 X O 0
A= :
0 0 X1 O
0 0 A

che & una matrice diagonale (A;; = 0 per ogni ¢ # j), ossia la matrice di tipo
pil semplice possibile.

Infatti, indicato con z = [z, ¥a,...,z,]T il vettore colonna delle coordinate di
un assegnato vettore v € V rispetto alla base v;,v,,...,v, degli autovettori e
indicato con y = [y1, ¥z, ... ,yn]T il vettore colonna delle coordinate del vettore

trasformato F'(v), sempre rispetto a tale base, si ha che
y=Az (6)

ovvero, perogni ¢ =1,...,n
Yi = N

ovvero le equazioni sono tutte disaccoppiate fra loro.

Infine, si supponga di considerare un’altra base dello spazio vettoriale V
rispetto alla quale I'applicazione lineare F' si rappresenta come

w = Az. (7)

La domanda che e naturale porsi ¢ la seguente:

qual & la relazione che sussiste tra le due matrici A e A, rappre-
sentative della medesima applicazione lineare, ma rispetto a due basi
diverse?

Dalla relazione che governa il cambiamento di base, vista nella sezione 4.1, si
ricava

z=Mz e w= My,

e sostituendo nell’equazione (7) si ha

My =AMz
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da cui, moltiplicando a sinistra per M ~! (le matrici non si dividono e il prodot-
to di matrici in genere non commutalll), ove M ¢ invertibile come osservato
precedentemente in sezione 4.1, si ottiene

y=M 1AMz
ovvero, confrontando con l’equazione (6), si ha la relazione
A= M"tAM,
ovvero le due matrici A e A sono simili in accordo alla seguente definizione.

Definizione 4.2 Matrict simali
Siano A, B € R™ ™. Si dice che A e B sono simili se esiste una matrice
S € R™" jnvertibile tale che

A=SBS™"

La trasformazione che associa la matrice A alla matrice B viene detta trasfor-
mazione per similitudine.

Di particolare importanza € la seguente definizione.

Definizione 4.3 Matrice diagonalizzabile
Sia A € R"*"™. Si dice che A é diagonalizzabile se A & simile ad una matrice
diagonale.

Ora l'analisi riportata sopra motiva una parte del seguente risultato.

Teorema 4.1 Sia A € R" ™. La matrice A é diagonalizzabile se e solo se la
matrice A ha n autovettori linearmente indipendenti. Inoltre, le colonne della
matrice S, per cui STLAS ¢& diagonale, sono tali autovettori della matrice A.

La domanda diviene quindi la seguente:

sotto quali condizioni una matrice A possiede n autovettori linear-
mente indipendenti?

Vale il seguente risultato.

Teorema 4.2 Siano i vettori vy,v,,...,v, autovettori relativi ad autovalori
tutti distinti fra loro. Allora i vettori vy,v,,...,v, sono linearmente indipen-
denti.

Corollario 4.1 Sia A € R™"*". Se la matrice A ha n autovalori distinti,
allora la matrice A ha n autovettori linearmente indipendenti e quindi A é
diagonalizzabile.

Tuttavia, ¢ importante tenere presente che ¢ possibile avere n autovettori li-
nearmente indipendenti anche quando non si hanno n autovalori distinti. Basta
pensare alla matrice identica

10 .. 0
0 1 0 0
I:
0 0 1 0
L0 0 1 |
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che ha tutti gli autovalori uguali a 1 e per la quale gli n vettori della base
canonica sono autovettori relativamente a tale autovalore.

Si tenga infine presente che, a differenza di quanto in genere accade, la
proprieta di diagonalizzabilita, pur essendo una proprieta buona, € una proprieta
verificata dalla maggioranza delle matrici.

Esempio 4.4

e La matrice

1 1 1
A=1]10 2 1
0 0 3

e diagonalizzabile.

La matrice ha tre autovalori distinti Ay = 1, Ao = 2, A3 = 3 e quindi
risulta diagonalizzabile (ad autovalori distinti corrispondono autovettori
linearmente indipendenti fra loro).

Pit in dettaglio, la matrice ha autovettori del tipo:

— [x1 0 O]T, con x1 € R relativamente all’autovalore \1 = 1, ad esempio
il vettore [1 0 0];

— |21 z1 0], con z; € R relativamente all’autovalore Ny = 2, ad
esempio il vettore [1 1 0];

— 1 = xl]T, con x1 € R relativamente all’autovalore A3 = 3, ad
esempio il vettore [1 1 1]T.

e La matrice

b
Il
cow
oo
oo o

e diagonalizzabile.

L’affermazione é ovvia, in quanto la matrice € gia in forma diagonale.
Di pin, essa ha un’unico autovalore A = 2 contato tre volte e rispetto a tale
autovalore il tre vettori e, ey, €5 sono autovettori linearmente indipendenti
fra loro.

e La matrice

2 10
A=10 2 0
0 0 2

non & diagonalizzabile.

Infatti, essa ha un’unico autovalore A = 2 contato tre volte. Rispetto a tale
autovalore gli autovettori sono del tipo o =0 e x1,x3 € R qualsiasi; quin-
di, ad esempio, i vettori [1 0 0] e [0 0 1]T sono linearmente indipendenti,
ma non ¢ possibile trovarne un terzo, cost da formare una base.

e La matrice
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4.4

non € diagonalizzabile.

Infatti, essa ha un’unico autovalore A = 2 contato tre volte. Rispetto a tale
autovalore gli autovettori sono del tipo xo = x3 = 0 e 1 € R qualsiasi;
quindi, ad esempio, il vettore [1 0 0]T, ma non ¢ possibile trovarne altri
due, cost da formare una base.

La matrice

O N =
=)

non ¢ diagonalizzabile.

Infatti, essa ha un’autovalore Ay = 1 e un’autovalore Ao = 2 contato due
volte. Rispetto all’autovalore Ay = 1 gli autovettori sono del tipo x1 =
—T9,T3 = —T9 e 9 € R qualsiasi; quindi, ad esempio, il vettore [1 —1 1]T.
Rispetto all’autovalore Ao = 2 gli autovettori sono del tipo xo = x3 =0 e
r1 € R qualsiasi; quindi, ad esempio, il vettore [1 0 0]7. Tuttavia, non ¢é
possibile trovarne un’altro autovettore relativamente all’autovalore Ao, cosi
da formare una base insieme a [1 —1 1T e [1 0 0]T.

Esercizi

. Determinare la, matrice rappresentativa rispetto alla base canonica di R3

dell’applicazione lineare F' : R? — R? tale che [111]7 & autovettore relati-
vamente all’autovalore 1, [120]7 & autovettore relativamente all’autovalore
0, e F([101]7) = [201]T

Sono date le due matrici
1 0 0 1 2 5
A=|10 2 0 e B=[0 2 0
3 4 5 0 0 k

Calcolare autovalori e autovettori della matrice A.
Determinare i valori del parametro k per cui la matrice A & simile alla
matrice B.

E data la matrice

A—

w o =
=N O
o O O

Calcolare autovalori e autovettori della matrice A e dire se & diagonalizza-
bile.

. E data la matrice

0 -2 0 0
1 3 0 0
A= 0 0 0 1
0 0 -2 3

Calcolare autovalori e autovettori della matrice A e dire se & diagonalizza-
bile.
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5 Un’applicazione: le matrici di rotazione

5.1 Rotazioni nel piano di un angolo ¥

Si vuole considerare il caso della rotazione nel piano di un vettore di R? di un
angolo ¥ assegnato.

Chiaramente si tratta di un’applicazione lineare (si veda la definizione 3.3), in
quanto la rotazione nel piano di un’angolo ¢ del vettore somma di due vettori
assegnati ¢ equivalente al vettore somma dei due vettori precedentemente ruo-
tati. Inoltre, il fatto che il vettore venga dilatato (o contratto) non modifica
I’angolo di rotazione e quindi & del tutto indifferente farlo prima o dopo.

In definitiva, essendo la rotazione nel piano di un angolo ¥ un’applicazione linea-
re, essa puo essere rappresentata da una matrice, ottenuta nel modo seguente
(si faccia riferimento sempre alla sezione 3.2).

Si considera la base canonica

e, =[1,0" — F(e)) = [cos®,sind]T
e, = 10,117 —  F(ey) = [cos(m/2 + ¥9),sin(r/2 + )]
vettori della base immagini dei vettori della base
Ma, poiché vale cos(a+ 3) = cos acos f —sin asin 3 e sin(a+ 3) = sin a.cos 3+
cos asin G, si ha cos(m /24 3) = cos /2 cos¥—sinm/2sind = —sin ¥ e sin(7/2+
B) = sinm/2cos ¥ + cosm/2sind = cos .

In definitiva, I'applicazione lineare da R? a R? corrispondente alla rotazione di
un angolo ¥ & rappresentata dalla matrice

cost? —sind
A=Ay = [Fler) Flep)l = [ sind  cosd }

Per verifica, si consideri un vettore generico v = [pcos a, psina]®, p > 0, allora

Ap = { cos? —sind ] [ P COS v ]

F) sind  cosv psin o

= [pcosacos? — psinasind, pcosasind + psinacosv]”

= [pcos(a + ), psin(a 4+ 9)]*
E interessante notare che la matrice 4 & ortogonale, ossia vale la proprieta
ATA = AAT = I. Infatti &

AT — cost sind
| —sind cos?

e quindi
ATA — cost —sind cos? sind
- sind  cosd —sind  cosd
_ cos? ¥ + sin? ¥ costsint —cosdsind | [ 1 O
o cos ¥ sind — cos I sinv sin? ¥ 4 cos? ¥ 101
e
AT — cos? sind cost —sind
o —sind  cosV sind  cosd
_ cos? 9 + sin® ¥ —cos¥sind +cos¥sind | | 1 O
B —cos ¥ sin ¥ 4 cos ¥ sin 9 sin 9 + cos? ¥ 101

48



Si procede ora al calcolo degli autovalori e autovettori della matrice A.
Passo 1: Calcolo degli autovalori. Vale

cos¥ — A —sind

sin cost¥ — A

= (cos®? — \)? +sin? ¥ = cos® ¥ + A% — 2cos Y\ + sin? ¥
= X —2cos?I\+1

det(A— M) = det

2cost + VAcos2d — 4
N o 2cos 2cos = cos® £ V/—sin2 ¥ = cos 9 £ i|sin |

= cos¥+ising = eF?

Si noti che |A| = 1. Questo fatto non & un caso: vale la proprieta che autovalori
di matrici ortogonali (e pill in generale unitarie) sono di modulo unitario.
Passo 2.a: sia A\; = cos® + isin®, si considera il sistema omogeneo

A§1 = )\111
ossia
cos ¥ — (cos ¥ + isin}) —sind —0
sin cos® — (cos + ising) |1 >
ossia
—isind —sind T —0 con s — T
sind  —i¢sind e =Ty |

Ora, rango(A — A1) = 1 se sin® # 0 , ossia ¥ # 0; 7.
Quindi per ¥ # 0; 7, si considera

—isinvx, —sindy; =0,
ossia
Y1 = —iTq;

mentre altra equazione risultera automaticamente verificata.
Quindi, posto ad esempio z; = 1 si ha y; = —i e, normalizzando in norma 2 (si
veda sezione 6.1), (||[1, —i]T |2 = v/2) si ottiene

1 1
Z1 = \/5 i

Passo 2.b: sia Ay = cos? — isin ¥, si considera il sistema
Aﬁg = )\2§2

ossia

:0’

cos ¥ — (cos ¥ — isind) —sind
sin cos? — (cos ¥ — isind) | =2

ossia

isinY —sin? 22 | _o | xe
siny  isind yo | T O 2T |
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Ora, rango(A — XoI) =1 se sind) # 0 , ossia ¥ # 0; 7.
Quindi per ¥ # 0; 7, si considera

isindze — sinvys = 0,
ossia
Y2 = 1T2;
mentre altra equazione risultera automaticamente verificata.

Quindi, posto ad esempio zo = 1 si ha ys = i e normalizzando in norma 2 (si
veda sezione 6.1) (||[1,4]7 |2 = v/2) si ottiene

1 1

=5

Pertanto, per se ¥ # 0; 7 la matrice ¢ sicuramente diagonalizzabile , ossia vale
A=5SA5"1

con

A

s = ph@L—;Q[jii]'

Si puo verificare la seguente proprieta: le matrici normali (ossia tali che AAT =
A A) si diagonalizzano tramite matrici unitarie. Infatti, la matrice S = [z, 2,
¢ unitaria, ossia SSH = SH#S = I o0 meglio z, & ortogonale, anzi ortonormale,
a 24, come qui di seguito verificato.

diag(A1, A2)

211 —2
1 1142 2 1
gig_L[1 i Lo _Lfi= 14 102 0]
211 —i —i 1 2 144 1—1 ~— 2|0 2
i2=—1
Ir1 1)1 i 1 2 i~ 12 0
H_i — — = — =
557 =3 [ —i i } { 1 —i } 2 {-—i—%i —i% — i } 2 [ 0 2 ] d

Quindi si puo affermare che

§~t=s5"
e _ LT ] 0]
A=SMT=5 2 i 0 xm VBl

Si tenga presente che i vettori z,, 2z, formano una base ortonormale per R?: sono
in numero di 2 e sono linearmente indipendenti, essendo

1

| 1 1
(7§

-1 1

1

det S =
¢ 2

(i41i)=i#0.

Casi particolari: 9 = 0,7 (sind = 0).

Per 9 =0 si ha
1 0
AAO{O 1]
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matrice diagonale con autovalori coincidenti Ay = Ao = 1 (autovettori ey, e5).

Per 9 = 7 si ha
-1 0
A_AW_{ . _1}

matrice diagonale con autovalori coincidenti A o = —1 (autovettori e, e,).
In entrambi i casi le matrici sono diagonalizzabili, in quanto gia diagonali.

5.2 Rotazioni nello spazio di un angolo ¥ intorno all’asse
z

Si vuole considerare il caso della rotazione nello spazio intorno all’asse z di un
vettore di R? di un angolo ¥ assegnato.

Come nel caso precedente, si tratta chiaramente di un’applicazione lineare, quin-
di si procede analogamente.

Si considera la base canonica

e; = [1,0,0" F(e,) = [cos®,sind,0]"

_
e =[0,1,007 — F(ey) = [~sind,cosd,0]"
e3=100,0,1" — F(e)=1[0,0,1]"

vettori della base immagini dei vettori della base

In definitiva, tale applicazione lineare da R? a R? & rappresentata dalla matrice

costy —sind 0
A=Ay =[F(ey),Fley), Fes)] = | sind cosv 0
0 0 1

E interessante notare che la matrice A & ortogonale, ossia vale ATA = AAT = I.
Infatti e
cost sind 0

AT = | —sind cos?d 0
0 0 1
e quindi
[ cos? —sind 0 cos? sind 0
ATA = | sin® cos?® 0 —sin?d cos?¥ O
| 0 0 1 0 0 1
i cos? 9 + sin? ¥ cost¥sind — cos¥sind 0
= | cosYsint — cosIsind sin? 9 + cos? ¥ 0|=1
i 0 0 1
e
costy sind 0 costy —sind 0
AAT = | —sing cos? 0 sin? cos?d O
. 0 0 1 0 0 1
I cos? 9 + sin? 9 —cosvsind + costvsind 0
= | —cos?sind + cos¥sin v sin? 9 + cos? ¥ 0|=1
0 0 1
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Si procede ora al calcolo degli autovalori e autovettori della matrice A.
Passo 1: Calcolo degli autovalori. Vale

costy — A —sind 0
det(A— M) = det sin ¢ cosd—A 0
0 0 1—A
= (1 —=X)((cos® — \)* + sin? )
= (1—=X)(cos? ¥ + \? — 2cos ¥\ + sin?¥))
= (1-=X)(\? —2cosVIA+1)

da cui

cos¥ £ ising = et

A12
A3 = 1.
Si noti che il secondo fattore del polinomio caratteristico ¢ il polinomio carat-
teristico della matrice di rotazione nel piano di sezione 5.1.

Passo 2.a: sia A\; = cos1} + isin 4, si considera il sistema,

Awl = /\1M1

ossia
cos ¥ — (cos ¥ + isind) —sind 0
sin ¥ cos ¥ — (cos ) + isin ) 0 w, =0,
0 0 1—(cos? +isind)

ossia, posto w; = [$17yl721]T

)

—sind 0

—gsin T
sin ) —isind 0 y1 | =0.
0 0 1 —(cos? + isind) 21

Ora, rango(A — MI) = 2 se sind # 0 e Ay # 1, ossia ¥ # 0;7. Per affermare
questo si ¢ considerata la sottomatrice 2 x 2 riquadrata.Si noti tra ’altro che
ogni altra sottomatrice 2 x 2 & singolare.

Quindi per ¥ # 0; 7, si considera

y1 = —ix
zZ1 = 0

Si noti che si stanno considerando solo le equazioni relative alla sottomatrice
riquadrata: ogni altra equazione risultera automaticamente verificata dalla so-
luzione di tali equazioni.

Quindi, posto ad esempio z; = 1 si ha y; = —i,2; = 0 e normalizzando in
norma 2 (si veda sezione 6.1) (||[1, —i,0]7 || = V/2) si ottiene



Si tenga comunque presente che, nel caso esistesse piu di una sottomatrice
quadrata 2 x 2 con determinante diverso da zero, si andrebbe a scegliere quel-
la pitt semplice (con pilt zeri o con coefficienti pitt semplici), in quanto questo
semplifica il sistema lineare da risolvere.

Passo 2.b: sia Ay = cosd — isin), si considera il sistema

A&Q = )\222

ossia
ising _—sinv 0 9 -
sin ¢ isin 0 y2 | =0, con wy = [ 2 ]
0 0 1 —(cosv —isind) 29 Y222

Ora, rango(A — Aol) = 2 se sind # 0 e Ay # 1, ossia ¥ # 0; 7. Per affermare
questo si & considerata la sottomatrice 2 x 2 riquadrata.
Quindi per ¥ # 0; 7, si considera

Y2 = ixp

zZ9 = 0
Quindi, posto ad esempio x2 = 1 si ha yo = i, 2o = 0 e normalizzando in norma
2 (si veda sezione 6.1) (||[1,4,0]7||2 = v/2) si ottiene

1| !

Wo =
Wo \/§

Passo 2.c: sia A3 = 1, si considera il sistema

AM;} = )\323

ossia
cost—1 —sind 0 T3 3
sin ¢ cost — 1 0 ys | =0, conwy = | ys
0 0 0 z3 z3

Ora, rango(A — A3I) = 2 se ¥ # 0. Per affermare questo si ¢ considerata la
sottomatrice 2 x 2 riquadrata.
Quindi per ¥ # 0, si ha il sistema omogeneo di due equazioni in due incognite

x3(cos¥ — 1) — sinvys
sin¥zg 4 (cos ¥ — 1)ys

0
0

con matrice non singolare, che ha come unica soluzione possibile la soluzione
banale x3 = y3 = 0. Quindi, posto ad esempio z3 = 1 si ha

Pertanto, per se ¥ # 0; 7 la matrice & sicuramente diagonalizzabile , ossia vale

A=S5AS5"1
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con

A = diag()\l,)\Q,)\g)
1 1 9
V2 V2
S = [wy,wy,ws] = —ﬁ \% 0
0 0 1

Anche in questo caso la matrice S = [z;, 2,] & unitaria, ossia SSH = SHS = I.
Quindi, si ha S~! = S da cui

A= SASH

Si tenga presente che i vettori w, , w,, w; formano una base ortonormale per R3:
sono in numero di 3 e sono linearmente indipendenti, essendo det S = i # 0.

Casi particolari ¥ = 0,7
Per ¢ =0 si ha

1 0
A=Ay=1 0 0

0 0 1
matrice diagonale con autovalori coincidenti Ay = Ay = A3 = 1 e con tre au-
tovettori linearmente indipendenti ¢}, e,, 3.
Infatti, il numero di autovettori linearmente indipendenti associati all’autoval-
ore A\; & dato da n—rango(A — A\ I) = n = 3, essendo rango(A — \I) = 0
poiché

0 0 0
(A=XDNwy=1| 0 0 0 | =0 (matrice nulla).
0 0 O
Per 9 = 7 si ha
-1 0 0
A=A, = 0 -1 0
0 0 1
matrice diagonale con autovalori A\j 3 = —1,A3 = 1.
Si noti che
0 0 O

0 jw
0 0 [2]

con x1,y; qualsiasi e z; = 0. Essendo rango(A — A1) = 1, si ha che il numero
di autovettori linearmente indipendenti associati a A\; & n—rango(A — \I) =
n —1=2e, ad esempio, ¢;, e, sono autovettori.

Inoltre
-2 0 0
(A—Xsl)ws = 0 -2 | 0 |ws=0
0 0 0

con zg qualsiasi e 3 = y3 = 0. Infatti, n—rango(4A — A\ I) =n —2 =1, essendo
rango(A — A I) = 2, e, ad esempio, e5 ¢ autovettore.
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6 Norme vettoriali e matriciali

6.1 Norme vettoriali: definizione ed esempi

In molte applicazioni € conveniente associare ad ogni vettore uno scalare non
negativo che ne misuri in qualche senso la grandezza.

In prima istanza, il concetto di norma & una generalizzazione del concetto
lunghezza di un vettore.

L’obiettivo che ci si prefigge & quello di misurare delle distanze o di quantificare
degli errori.

Definizione 6.1 Norma vettoriale Si definisce norma nello spazio vettoriale
C™ (K = C) una qualsiasi funzione || - || : C™ — R tale che valgano le sequenti
proprieta:

1. ||z|]| > 0 per ogni x € C™ e ||z|| = 0 se e solo se x = 0;
2. ||az|| = |a|||z|| per ogni x € C™ e per ogni o« € K = C;
3 Nz +yll < llzll + llyll per ogni z,y € C".

Esempio 6.1

o Norma 2: ||z||2 =

n

Z ‘.731",'

=1

e Norma 1: ||z|1

e Norma infinito: ||z|lcc = max |z
i=1,...,n

Proprieta 6.1

1. Una norma vettoriale é una funzione (uniformemente) continua, ossia per
ogni € > 0 esiste § = 0(e) tale che per ogni z,y € C"* con ||z —y|| < 0
allora vale che |||z|| — [|yl|| < e.

2. Le norme wvettoriali di C™ (con n fissato e finito) sono topologicamente
equivalenti, 0ssia per ogni |||/« |- |lxx : C* — R norme vettoriali assegnate
esistono due costanti a, 3 € R con 0 < a < 3 tali che per ogni xz € C"

allzlle <zl < Bzl

Il significato delle due precedenti prorprieta e il seguente:
1. vettori “vicini” fra loro hanno norme “vicine” fra loro;

2. la differenza tra scegliere una norma od un’altra per effettuare le mi-
surazioni € puramente in una costante moltiplicativa.

Con riferimento alla seconda proprieta, nel caso delle norme date negli esempi
6.1 le relazioni sono le seguenti.
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Proposizione 6.1 Per ogni x € C™ vale che

[Z2loe < llzll2 < V7 1200
Izl <zl < V5 lzll
[zloo <zl <7 l|z]leo

6.2 Norme matriciali: definizione ed esempi

Come gia nel caso dei vettori, in molte applicazioni & conveniente associare
ad ogni matrice uno scalare non negativo che ne misuri in qualche senso la
grandezza.

L’obiettivo € quello di misurare delle distanze o di quantificare degli errori.

Definizione 6.2 Norma matriciale
Si definisce norma nello spazio vettoriale C**™ (K = C) una qualsiasi funzione
|| -] : C**™ — R tale che valgano le sequenti proprieta:

1. |A]| = 0 per ogni A € C"*"™ e ||A]| = 0 se e solo se A =0 (matrice nulla);
2. |laAll = |a|||A|| per ogni A € C"*"™ e per ogni o € K = C;

3. |A+ BJ|| < ||A|| + || B|| per ogni A, B € C"*";

4. |ABJ < ||A|I|B]| per ogni A, B € C™*™ (proprietd submoltiplicativa);

Si noti che la condizione 4) nella precedente definizione & motivata dal fatto che
esistono matrici diverse dalla matrice nulla il cui prodotto € la matrice nulla.
Ad esempio, si considerino

A=y iee=|3 7]

Per la 1) si ha che ||A|| > 0 e ||B|| > 0, ma

0 0
c-an=[0 0]

e quindi, sempre per la 1), si ha ||C| = 0. Questo esempio giustifica la neces-
sita di mettere < nella 4). Poiché le condizioni 1)-3) sono le medesime gia im-
poste nella definizione di norma vettoriale, anche nel caso della norma matriciale
valgono le seguenti due proprieta.

Proprieta 6.2

1. Una norma matriciale é una funzione (uniformemente) continua, ossia per
ogni e > 0 esiste 0 = §(e) tale che per ogni A, B € C"*™ con ||[A—BJ|| < ¢
allora vale che |||A]| — ||B||] <e.

2. Le norme matriciali di C"*™ (con n fissato e finito) sono topologicamente
equivalenti ossia per ogni || - x|+ |lex @ C**™ — R norme matriciali
assegnate esistono due costanti o, € R con 0 < o < 3 tali che

CVHAH* S HA”** S ﬂHA”*

per ogni A € C™"*",
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Come gia nel caso delle norme vettoriali, il significato delle due precedenti
prorprieta e il seguente:

1. matrici “vicine” fra loro hanno norme “vicine” fra loro;

2. la differenza tra scegliere una norma od un’altra per effettuare le mis-
urazioni & puramente in una costante moltiplicativa.

E interessante indagare ulteriormente le connessioni fra norme vettoriali e norme
matriciali.

Definizione 6.3 Norma matriciale compatibile

Sia || - ||« una norma vettoriale e sia || - |lwx una norma matriciale. La || - ||+x
¢ una norma matriciale compatibile con la norma vettoriale || - ||« se per ogni
A e C"™" ¢ per ogni x € C™ si ha

[Az [l < [[All x|
In particolare si ha la seguente definizione.

Definizione 6.4 Norma matriciale indotta

Sia || - || una norma vettoriale. Si dice norma matriciale indotta dalla norma
vettoriale || - || la funzione
Az
41 = ma 14z = sup 1221
leli=1 el [l

per ogni A € C"*™.

Si tenga presente che una norma matriciale indotta da una norma vettoriale &
una norma matriciale compatibile, anzi e la piu piccola tra le norme matriciali
compatibili con la fissata norma vettoriale.

Esempio 6.2

Si dimostra che le sequenti norme matriciali sono le norme matriciali indotte
dalle corrispondenti norme vettoriali precedentemente definite.

n
e Norma I: ||Alp = max Z|aij|;
j=1,....,n —
i=1
n
e Norma infinito: ||Ale =  max Z |ai;];
i=1,...,n
j=1

e Norma 2: ||All2 = \/p(AH A) ove p(B) = max;—1,.. »(|\i(B)|) viene detto
raggio spettrale della matrice B.

Proposizione 6.2 Per ogni || - || norma matriciale indotta vale che per ogni

Aecrn
p(A) < || A].

o7



Proposizione 6.3 Nel caso particolare in cui la matrice A sia simmetrica
(Hermitiana), ossia A = A™ si ha che

1Al = [[All,
1Al = p(A).

La prima uguaglianza ¢ ovvia. Per la seconda vale che

1A]l2 = /p(AT A) = \/p(A%) = V/p2(4) = p(A)| = p(A),

in quanto se Az = Az allora A%z = A(Az) = A(\x) = \?z.
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Parte II
Algebra lineare numerica
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7 Rappresentazione dei numeri e teoria dell’er-
rore

7.1 Rappresentazione dei numeri

La rappresentazione dei numeri usata dai calcolatori moderni ¢ quella in base
B = 2 e in virgola mobile normalizzata.

Inizialmente, per fissare le idee, consideriamo il caso piu semplice di rappre-
sentazione in base B = 10. Inoltre, per meglio apprezzare i vantaggi di tale
rappresentazione in virgola mobile normalizzata, analizziamo preliminarmente
il caso della rappresentazione in virgola fissa.

Sia a € R.
Il numero « viene convenzionalmente scritto come

a =sign(a) app_1...0100. @_1Q_2... Q...
——

segno parte intera parte decimale o mantissa

con o; € {0,...,9}, oy #0.
Come ben noto, questa scrittura sta a significare
a = sign(a) a,10" +a, 110" + .+ 100 + ap10°
+a_ 1107 +a21072 4+ ...+ a_, 107" + ..

ovvero, in forma compatta,

n

a = sign(a) Z oy, BF

k=—o0
Esempio 7.1

a = —1234.56
= —1-10°+2-10°+3-10" +4-10°+5-10"* +6-1072

Ora, in vista dell’applicazione su calcolatore, € importante garantire che tale
rappresentazione del numero non sia ambigua, vale a dire occorre garantirne
I'unicita.

Tale proprieta ¢ verificata a patto di richiedere che non esista k tale che per ogni
k <k sia a, = B — 1, vale a dire che, ad esempio nel caso della base B = 10, i
coefficienti della parte decimale non siano definitivamente uguali a 9.

Esempio 7.2 Per illustrare la necessita dell’ipotesi sopra formulate, si consi-
deri il numero
a=+0.9999...9...

tale che per ogni k <k=—-1¢éoap=B—1=09.
Si ha che

a = + i (B—1)B*

k=—o00
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“+o0
= (B-1)B 'Y Bk
k=1

= (B-1)B7! Ji:w B~*  (serie geometrica di ragione B~
k=0
con |B71 <1)
1
= (B- 1)B*1ﬁ
B
= (B- 1)13*1ﬁ =1,

ovvero una rappresentazione differente dello stesso numero.
Si puo quindi enunciare il seguente teorema di rappresentazione.

Teorema 7.1 Per ogni a € R esiste unica la rappresentazione in virgola fissa
del numero rispetto alla base B come

n

a = sign(«) Z o, B*

k=—oc0

con oy € {0,1,...,B =1}, an # 0, a patto che non esista k tale che per ogni
k<ksiaa,=B—1.

La rappresentazione in virgola fissa ha come vantaggio la sua semplicita,
caratteristica che la rende la rappresentazione convenzionale, ma ha come svan-
taggio la sua “uniformita”.

Infatti, poiché su calcolatore si ha a disposizione uno spazio limitato di memoria
per la memorizzazione del numero, di tutti i numeri reali ¢ possibile rappresen-
tarne solo una parte discreta.

Supposto di aver fissato un numero di cifre massimo per la parte intera e un
numero di cifre massimo per la mantissa, i numeri rappresentabili risulteranno
equispaziati. Pertanto, avendo fissato tali due numeri di cifre massime in modo
adatto per numeri molto grandi (per i quali ha molta importanza la parte in-
tera), risultera impossibile apprezzare le differenze fra numeri molto piccoli (per
i quali ha molta importanza la parte decimale) e viceversa.

Consideriamo, ora, la cosiddetta rappresentazione in virgola mobile
normalizzata. Essa ¢ una rappresentazione equivalente del numero con la
caratteristica di metterne esplicitamente in evidenza l'ordine di grandezza.

Pit precisamente, si puo riscrivere il numero a € R come

a = sign(a) Z arB*, o, #0

k=—o0
n

= sign(a)B""! Z oy BF~(n+1)

k=—o0
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—1
= sign(a)B"*! Z Osyni1B®

sS=—00
—+oo
= sign(a)B"*! E Qni1-xB7F,
k=1
ovvero
o= sign(a)B”+1O.anan_1 QOO Oy ey Oy £ O

o meglio, con una notazione piu semplice rispetto agli indici,
“+o0
o = sign(a)B" ! E arB* a; #0
k=1

(la corrispondenza con gli indici della rappresentazione in virgola fissa ¢ data da
Q) = Qpt1—k). Tale rappresentazione del numero viene detta rappresentazione
in virgola mobile normalizzata.

Si noti che 'ipotesi &1 # 0, ossia che la rappresentazione sia normalizzata, serve
a garantire I'unicitd di rappresentazione. Infatti, se cosi non fosse o = 1072
potrebbe essere scritto, ad esempio, sia come 0.1x1071 (che & la rappresentazione
normalizzata), sia come 0.01 x 10°.

Ora, poiché su calcolatore si ha a disposizione uno spazio limitato di memoria
per la memorizzazione del numero, di tutti i numeri reali € possibile rappresen-
tarne solo una parte discreta; fissato pari a ¢ il numero di cifre significative, il
modello di rappresentazione in virgola mobile normalizzata fa si che 'insieme
dei numeri rappresentabili su calcolatore sia dato dall’insieme

F(B,t,L,U) = {0} U{a € R tali che a = sign(a)B? Y'_, oy B~
= sign(a)BP.ajag ... oy
con o; € {0,1,...,B—1},a1 #0 e L < p < U(range esponente)}

Si ha quindi che il piu piccolo e il piu grande numero positivo rappresentabile
sono rispettivamente pari a

m = m>ir(}{a €F(B,t,L,U)} = BX™!
i
_ _ pU _ -k _ _pU(1_ gt
M = max{a €F(B,t,L,U)} =B ’;(B 1)B ...=BY(1- B

ove nel primo caso si considera il minimo esponente possibile e delle t cifre
significative la prima pari ad 1 e le rimanenti tutte nulle; mentre nel secondo
caso si considera il massimo esponente possibile e le ¢ cifre significative pari ad
B-1.

Il numero m individua la cosiddetta barriera di underflow (numeri troppo piccoli
per essere rappresentati) e il numero M individua la cosiddetta barriera di
overflow (numeri troppo grandi per essere rappresentati).
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Di piu, i numeri rappresentabili si infittiscono vicino alle barriere di underflow,
dove ha piu importanza la parte decimale, e si diradano vicino alle barriere di
overflow, dove ha pitl importanza la parte intera.

Inoltre, fra due successive potenze della base la suddivisione ¢ equispaziata.

Esempio 7.3 Per fissare meglio le idee consideriamo il sequente modello di
rappresentazione in base B = 10, con t = 2 cifre significative per la mantissa e
con L =—1 e U =1 esponenti minimo e massimo.

L’insieme dei numeri rappresentabili su calcolatore é dato da

F(B,t,L,U) = {0} U{a € R tali che a = sign(«)0.a;xa BP
con o; €{0,1,...,9},a1 #0e —1<p <1}

1l piv piccolo e piv grande numero positivo sono dati da

m = 0.10-107' =102
M = 0.99-10'=9.9
I numeri successivi a m con la medesima potenza della base, ossia 1071, sono
0.11-107%, 0.12-107%, ..., 0.19-107%,
0.20-107', 0.21-107%, ..., 0.29-107",
6.90 -107%Y, 0.91-107% ..., 0.99-10"%.

Quindi la suddivisione tra le due successive potenze della base 1072 ¢ 1071 ¢
equispaziata con passo 1/1000. Tale numero di suddivisioni dipende esclusiva-
mente dal numero di cifre t fissato per la mantissa.

Ora, la suddivisione tra le potenze della base 10~ e 10° & sempre equispaziata,
ma con passo 1/100 e quella tra le potenze della base 10° e 10! ¢ equispaziata,
ma con passo 1/10.

Operativamente, ogni qualvolta il numero « non risulta rappresentabile esat-
tamente in quanto non appartenente ad F, se ne considera un’approssimazione
detta rounding, vale a dire

oy se a1 < B/2

a = =sign(a)BP.ajay...é&; con dy = { () +1  se it > B/2

In numeri a € R risultano quindi suddivisi in numeri macchina, ossia numeri
rappresentabili esattamente su calcolatore, e in numeri non di macchina, che
vengono rappresentati tramite il numero di macchina floating(«), secondo la
convenzione del rounding sopra specificata.

Introduciamo, ora, le seguenti definizioni di errore assoluto, relativo e per-
centuale.

Definizione 7.1
Sia x il valore esatto e sia T il valore con cui x viene approssimato per una
qualche ragione. Si definiscono le quantita

eq = |x — | Errore assoluto
e, = |z — Z|/|z| Errore relativo
ep = e, % 100%  Errore percentuale
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Esempio 7.4

Vediamo su degli esempi la differenza di informazione fornita dai differenti tipi
di errore.

Sia x =0.1 ex =0.99. Si ha che

Errore assoluto eq = | — 7| =1072,
Errore relativo er = |r —2|/|z|] =101,
Errore percentuale e, = e, * 100% = 10%.

Sia x = 1000 e £ = 999. 57 ha che

Errore assoluto eq = |z — Z| =1,
Errore relativo er = |z —7|/|v] =1073,
Errore percentuale e, = e, *100% = 0.1%.

Ora, l’errore assoluto € piu piccolo nel primo esempio e molto pitu grande nel
secondo. Tuttavia, tale informazione € in un certo senso fuorviante in quanto
non tiene conto dell’ordine di grandezza dei numeri in esame. In effetti, ’im-
portanza dell’errore commesso é molto maggiore nel primo caso in cui si stanno
misurando la differenza fra due numeri piccoli, che nel secondo in cui si sta
misurando la differenza tra due numeri grandi (& sulla terza cifra significati-
va). Tale fatto ¢ invece ben indicato dall’errore relativo e, a maggior ragione,
dall’errore percentuale.

Ora, avendo gia garantito la non ambiguita del modello di rappresentazione, oc-
corre garantirne la consistenza, vale a dire occorre garantire che esso sia un buon
modello di rappresentazione. In effetti, tale proprieta di consistenza ¢ garantita
dal fatto che per ogni € > 0 e per ogni o € R esiste 3 a rappresentazione finita
tale che |a — (| < e.

Di piu, la domanda che e naturale porsi e la seguente:

qual & D’entita dell’errore commesso nell’approssimazione di a € R
con fl(a)?

La risposta e formalizzata nel seguente teorema.
Teorema 7.2 L’errore relativo
er = la—fl(a)|/|a| <em = B'7'/2

ove g) viene detta precisione di macchina; essa dipende solo dalla base B
e dal numero di cifre t usate per la rappresentazione della mantissa.

Una caratterizzazione equivalente € la seguente: la precisione di macchina e,; &
il pit piccolo numero positivo tale che

fill+enm) > 1,

ossia sommare ad 1 un numero piu piccolo della precisione di macchina equivale
a sommare 0.
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7.2 Teoria dell’errore
7.2.1 Premesse

E possibile interpretare il generico problema di calcolare un risultato y univo-
camente determinato da un numero finito di dati x1,...,x, come quello del
calcolo del valore di una funzione

F:R*" —R
y:F(xlw"axn)

Volendo dare una prima descrizione sommaria, il valore di y effettivamente
calcolato puo essere affetto da:

e Errore analitico, ossia ’errore indotto sul risultato dall’approssimazione
della funzione F' con una funzione G razionale, ossia una funzione calcola-
bile con un numero finito di operazioni aritmetiche elementari (+, —, *, /).
Tale tipo di errore & connesso alla questione della “convergenza della
soluzione discreta alla soluzione continua”: ad esempio, supponi-
amo di voler calcolare la derivata della funzione F(x) = sin(z) in = xg
e di non conoscerne la derivazione formale; si puo allora approssimare
F'(z) con il rapporto incrementale (F'(zo + h) — F(z0))/h con un errore
analitico pari a O(h) con h fissato.

e Errore inerente, ossia l'errore indotto sul risultato dall’errore di rappre-
sentazione sui dati con i numeri macchina fi(z;) anziché z;, i =1,...,n.
Tale tipo di errore e connesso al cosiddetto condizionamento di un
problema, che definiremo in sezione 7.2.3.

e Errore algoritmico, ossia I’errore indotto sul risultato dall’uso dell’aritme-
tica finita. In effetti, anche un’operazione fra due numeri macchina puo
avere come risultato un numero non di macchina; tale numero risultante
necessitera di essere approssimato con un numero macchina e tale approssi-
magzione avra ovviamente delle conseguenze sui calcoli successivi. Tale tipo
di errore € connesso alla cosiddetta stabilita del metodo di calcolo, che
definiremo 7.2.5.

Volendo schematizzare, posto = (x1,...,2,) e fl(z) = (fl(x1),. .., fl(zn)), si
ha

F non razionale ~» G razionale Errore analitico
x ~  fl(z) Errore inerente
G(fl(x)) ~  O(fl(z)) Errore algoritmico

ove ¢ ¢ la funzione effettivamente calcolata al posto della funzione G a causa
delle operazioni in aritmetica finita.
In definitiva

y = F(z) ~ (fl(z))
con x = (x1,...,%,) ~ con fl(z) = (fl(z1),..., fl(zn))
valore che si vorrebbe calcolare valore effettivamente calcolato
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e vale la seguente corrispondenza

Errore analitico «~  Convergenza
Errore inerente «~  Condizionamento
Errore algoritmico «~  Stabilita

7.2.2 Caso di F funzione razionale

Consideriamo per primo il caso pitt semplice in cui F' sia una funzione razionale,
ossia una funzione calcolabile con un numero finito di operazioni aritmetiche
elementari, ossia

y=F(z1,...,2,) ~ O(fl(z1),..., fl(z,))

con G =F.
Posto z = (z1,...,2,) e fl(z) = (fl(z1),..., fl(z,)), si definisce

®(f1(2)) - F(z)

Errore totale eToT =

F(z) ’
Errore inerente eIN = F(ﬂ(?()x;F(x),
o _ e(fi(z)) — F(fi(z))
Errore algoritmico esr = (i) .

Si noti che nell’espressione dell’errore inerente ey non compare ® in quanto si
vogliono solo misurare le conseguenze sul risultato dell’uso di fI(x) al posto di
x e che nell’espressione dell’errore algoritmico e 47, non compare z in quanto si
vogliono solo misurare le conseguenze sul risultato dell’uso dell’aritmetica finita,
assumendo che il dato iniziale sia fl(x).

Sotto ipotesi di funzione F' “sufficientemente” regolare si ha che

eror =ern +ear, (uguaglianza al primo ordine)

ossia i due tipi di errore si assommano con contributi separati in modo lineare.
Infatti

(fU(2) ~ Fla)

eror = F(g)

_ °(fUx)) F(fl2)

F(fl(z))  F(z)

= (ear+1l(ezy+1)—1
ear +ern+earery+1-—1

= erny +ear (uguaglianza al primo ordine)

7.2.3 Problemi ben/mal condizionati

L’errore inerente e;y misura il cosiddetto condizionamento di un problema
definito come calcolo di una funzione F(z). Pil precisamente, si dice che un
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problema & ben condizionato se a piccole perturbazioni sui dati z corrispondono
piccole variazioni sul risultati F(z).
Sotto I'ipotesi di funzione F' “sufficientemente” regolare si ha che

n

E€IN = g Cz;€x;

i=1
ove e, = (fl(x;) — z;)/x;) & Perrore relativo di rappresentazione del dato x; e

o i 0F (2)
z77}7‘(1‘) 8331 lz=z

¢ il coefficiente di amplificazione dell’errore sul dato e, .
L’espressione dell’errore inerente sopra riportata ha la seguente motivazione.
Nel caso n =1 si ha

o _ FUIw) - F)
IN F(@)

F'(z)(fl(z) —z) + o(fl(z) — )
F(z)

zF'(z) fl(z) —z

= Fo) - = +o(fl(z) — )

e nel caso n > 1 si ha

F(fl(z)) - F(a)

eIN = F(@
- F(lg) (; m;f) |§:£(fl(xi) xi)JrO(llfl(x)xl))

= Y g P el - 2l

Si noti che i coefficienti ¢, sono dei veri e propri coefficienti di amplificazione:
se 1 ¢; sono piccoli, si avra un ejy piccolo, essendo 'errore di rappresentazione
dei dati al pitu pari alla precisione di macchina. Viceversa, se i ¢; sono grandi, si
avra un eyy grande e quindi un grande errore sul risultato del calcolo di F(x),
per quanto gli g; siano piccoli. In tale caso si dice che il problema & un problema
malcondizionato.

Si noti che il condizionamento ¢ una caratteristica intrinseca del problema rap-
presentato dal metodo scelto per il calcolo di F. Pertanto, I’unica possibilita a
disposizione & quella di cambiare la funzione F', intendendo con cio un’eventuale
rimodellazione del problema che porti al calcolo di una diversa funzione.

Esempio 7.5 La soluzione y(t) del problema di Cauchy

{ y = h(t,y(t))
y(to) = yo
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e soluzione dell’equazione integrale

y(t) = y(to) + / (s, y(s))ds

e viceversa. La modellazione é tuttavia di natura completamente diversa.

N

D’altro canto, ’errore algoritmico er, misura invece la “stabilita” del metodo
scelto per il calcolo di F. Poiché occorre prima analizzare in dettaglio il caso
delle operazioni aritmetiche elementari, rimandiamo alla sezione 7.2.5 un’analisi
pit approfondita delle origini e delle conseguenze dell’errore algoritmico.

Si tenga tuttavia presente che se il problema di calcolo € malcondizionato non
ha senso porsi il quesito della stabilita del metodo in quanto nell’errore totale
eroT prevale Ierrore inerente ey .

7.2.4 Errore nelle operazioni di macchina

Innanzitutto analizziamo l’errore totale commesso nell’effettuare le operazioni
aritmetiche elementari, vale a dire nel calcolare

F(z,y)=wzoy
ove o denota una delle quattro operazioni aritmetiche elementari +, —, *, /.

Si ha
r o~ fl(x)
y - flly) U@ e fUy) = fUfU) © fily),

ossia i due dati z e y vengono approssimati con i rispettivi floating fl(x) e
fl(y), si effettua poi Poperazione o e, poiché non & detto che 'operazione o su
due numeri macchina dia come risultato un numero macchina, occorre in genere
fare il floating del risultato.

Quindi,
eror = eIN + €AL,
ove
EIN = CzEgp T+ Cyey,
ear, = ¢ errore locale generato nella singola operazione con || < ey,
eany = 0 poiché F ¢ una funzione razionale.

Andiamo ora a considerare in dettaglio le quattro operazioni aritmetiche ele-
mentari.

1. F(x,y) =x+y. Si ha che

z OF x 1 T

Cy = _ = ] =

F(z,y) 0x x4y x+y

_ y OF y Yy
Cy = — = -1 =

F(z,y) 0y =x+vy x+y
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da cui

vyt —
errore algoritmico

€ror = T

x
—E€
r+y

errore inerente

2. F(x,y) =x—y. Si ha che

r OF T 1 T
CZL’ = —_—= . =
F(r,y) 0r  z—y T—y
oF
¢, = A O ——
Flz,y) 0y z-y -y
da cui " y
eror = Ex — €y + €
T—y rT—yY ~

. errore algoritmico
errore inerente

3. F(x,y) =xxy. Si ha che

r OF T 1
CI = —_— — . =
F(r,y) 0z ay "’
y OF y 1
C = _— = — - =
Y F(z,y) 0y =y
da cui
eror = €x + €&y + €

errore inerente €rrore algoritmico

4. F(x,y) = x/y. Si ha che

_® OF_ =z 1_,

Fla,y) 0r  x/y y

o = 4 9 _ v —=__,
Fz,y) 0y  x/y v

Cy -

da cui
erTor = €x —Ey + 5
NGl ~—
ertore inerente €rrore algoritmico
Nel terzo e nel quarto caso, vale a dire nel caso delle operazioni e /, il problema
e sempre ben condizionato indipendentemente dai valori di x e y.
Infatti,

leror| = ez tey +el
lex| + ley| + el

<
< 3em

in quanto |e,|, |ey| e |e] sono maggiorati da epy.
Di converso, nel primo e nel secondo caso, vale a dire nel caso delle operazioni
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+ e —, il problema puo essere ben condizionato o mal condizionato a seconda
dei valori di e y. Pil precisamente, se la quantita |z + y| & piccola allora i
coefficienti di amplificazione ¢, e ¢, esplodono e si ha un’errore inerente elevato
per quanto €, e €, siano piccoli. Tale fenomeno viene anche detto Errore di
cancellazione.

Esempio 7.6 Per semplicita consideriamo B = 10, t = 3 e la procedura di
rounding.
Sia = 0.1236 e y = —0.1234. Vale che

x4y =0.0002 =0.2-107% risultato esatto

Su calcolatore si ha

x o~ fl(z) =0.124-10° - 0 9
y o~ fl(y) = —0.123- 107 — fl(x) + fl(y) = 0.001-10° =0.1-1077,
(il risultato ¢ gia un numero macchina e quindi non occorre farne il floating).
Si noti che non si ha nessuna cifra esatta; in effetti, andando a calcolare ’errore
relativo e percentuale si ha che

0.1-1072-0.2-1073
er = 03 T0-3 =4 e g, =c¢,%100% = 400%.

Viceversa se la quantita |2 +y| non & piccola allora i coefficienti di amplificazione
¢z € ¢y soddisfano
lcal <1 € ey <1,

ovvero il problema ¢ ben condizionato e vale

leror| = |cxga +cyey + el
|callex| + leylley] + [e]
1 lea + 1+ ley| + [e]
35M

IN

IN A

7.2.5 Stabilita di un metodo di calcolo
Per fissare le idee si pensi di voler calcolare la funzione

F(‘Iay) = I’Z 7y27

tenendo conto che vale pure

F(z,y) = (z —y)(z +y).

Infatti, queste due espressioni sono algebricamente equivalenti, ossia forniscono
lo stesso risultato in aritmetica esatta, ma non lo sono necessariamente in arit-
metica finita.

L’errore algoritmico misura la sensibilita del metodo di calcolo scelto agli errori
locali che vengono generati nella sequenza delle operazioni elementari. Ora, se
ey € piccolo si dice che il metodo € numericamente stabile, altrimenti numeri-
camente instabile.
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Scriviamo in dettaglio I'algoritmo relativo alla prima procedura di calcolo di
F come F(z,y) = 2% — y.

Z(l) = XI*xX
2(2) = Yx*xy
L3 = L) _ @

Uno strumento molto comodo per ’analisi dell’errore e in particolare dell’errore
algoritmico ¢ dato dai grafi; piu precisamente all’algoritmo sopra indicato pos-
siamo associare questo grafo:

1
—
1
Ex N Z( ) n1 \‘Z(l)/z(g)

@

n3

—
(2) ) )
i Y, Seene

Yy

ove

o ¢, = (fl(x)—x)/z eey = (fl(y) —y)/y sono gli errori di rappresentazione
sui dati (e vale |e,],|ex| < eam precisione di macchina)

e 11, 12 € 13 sono gli errori locali generati nelle singole operazioni di macchi-
na (e vale |11, |na, [ns] < enm)

o ec,(x) =1ecy(*) =1 sono i coefficienti di amplificazione dell’operazione
di prodotto e ¢;(—) = z/(x — y) e ¢y(—) = —y/(x — y) sono i coefficienti
di amplificazione dell’operazione di sottrazione.

Il grafo cosi costruito viene letto da destra a sinistra sommando all’errore lo-
cale generato nell’ultima operazione di macchina il coefficiente di amplificazione
relativo al primo arco moltiplicato per “I’errore precedente relativo al primo
dato” e il coefliciente di amplificazione relativo al secondo arco moltiplicato per
“I’errore precedente relativo al secondo dato”. L’“errore precedente relativo al
dato” si costruisce ripetendo opportunamente la stessa procedura. Quindi, si
ha che

(1) »(2)
eror = N3+ ﬁ(nl + leg + leg) — ﬁ(@ +1ey + ley)
222 29 y? z?
- 52 _yzsf T2 _y2€y+773 T2 _y2772 + 22 _y2771
errore inerente errore algoritmico

in quanto l'errore inerente vale ¢, (F)e, + ¢y (F')e, con

212 29
S(F) = ——— Fy=_—_"9
lF) = g o afF)
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Si noti, comunque, che per |2% — y?| piccolo il calcolo di F' & un problema mal
condizionato.

Ora, scriviamo in dettaglio I'algoritmo relativo alla seconda procedura di
calcolo di F' come F(z,y) = (z + y)(x — y).

wV = z4y
w? = z—y
w® = @ s p®

In maniera analoga a quanto visto precedentemente, all’algoritmo sopra indica-
to possiamo associare il grafo:

0 \:c/l/(U

o™
H1

0 /‘y/l/(l) \41

0 Na/u® /1
0 /‘7',1//1/(2)

ove, poiché abbiamo visto che l’errore inerente ¢ indipendente dall’algoritmo
scelto e ne conosciamo gia l'espressione, usiamo il grafo per calcolare il solo
errore algoritmico, ossia poniamo uguali a zero gli errori di rappresentazione dei
dati e, e €.

Quindi, si ha che

M2

€z Y T Y
€A = /13+1(M1+0m+0m)+1(/12+0ﬁ—Oﬁ)
= p3tp2tm

Volendo infine confrontare i due algoritmi abbiamo che per il primo

2 2
|€AL| < (1 + LTy ty ) EM;
2% — 37|
mentre per il secondo
lear| < 3enr;
si pud quindi concludere che il secondo algoritmo & pilt stabile per |22 — 32|
“piccolo del primo algoritmo.

Piu in generale, un’analisi al primo ordine permette di esprimere ’errore
algoritmico ey come un’opportuna combinazione lineare degli errori locali
generati nelle singole operazioni elementari (+, —, *, /), i quali sono di modulo
inferiore alla precisione di macchina €);. Piu precisamente si puo affermare che
vale la seguente maggiorazione

lear| < 9(x)ear + O(s?w)

ove Y(z) ¢ indipendente da ep;.
Ora, se eay, € piccolo, ovvero se ¥(x) ¢ piccolo, si dice che il metodo ¢ numeri-
camente stabile, altrimenti numericamente instabile.
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7.2.6 Caso di F funzione non razionale

Si puo infine affrontare il caso generale di una funzione F' non razionale, ossia
una funzione non calcolabile con un numero finito di operazioni aritmetiche
elementari e che pertanto viene approssimata su calcolatore con una funzione
razionale G.
Si ha

y=F(x1,...,2n) ~ G(x1,...,25) ~ O(fl(x1),..., fl(zn))

con G funzione razionale che approssima la funzione non razionale F' e ¢ fun-
zione effettivamente calcolata al posto della funzione G a causa delle operazioni
in aritmetica finita.

Si definisce

Errore totale eror = Fla) )
x
F - F
Errore inerente erN = (fl(?)x) (x)’
- F
Errore analitico EANL = G(fi(z)) (filz))

(fl(z)) ’

o(fl(z)) — G(fl(z))
G(fl(z)) '

Si noti che nell’espressione dell’errore inerente ey non compaiono G e¢ ® in
quanto si vogliono misurare solo le conseguenze sul risultato dell’'uso di fI(zx)
al posto di z. Nell’espressione dell’errore analitico e 4y non compaiono x e ®
in quanto si vogliono misurare solo le conseguenze sul risultato dell’'uso di G
al posto di F, assumendo che il dato iniziale sia fi(z) e che G venga calcolata
esattamente. Nell’espressione dell’errore algoritmico ey non compaiono x e
F' in quanto si vogliono misurare solo le conseguenze sul risultato dell’uso del-
Paritmetica finita, assumendo che il dato iniziale sia fI(z) e che la funzione da
calcolare sia G.

Errore algoritmico ear =

Sotto l'ipotesi di funzione F “sufficientemente” regolare si ha che
eror =ein +ear +ean (uguaglianza al primo ordine)

ossia 1 tre tipi di errore si assommano con contributi separati in modo lineare.
Il risultato ¢ la naturale estensione del caso analizzato precedentemente di F
funzione razionale.
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8 Metodi iterativi per la risoluzione di sistemi
lineari

E dato il sistema lineare

A

b con AcR™"™ e z,bcR",

con det(A) # 0. Si vogliono individuare dei metodi per determinarne su calco-
latore la soluzione, vale a dire per determinare il vettore z* € R™ tale che

Az* =b.

Si tenga presente che, essendo det(A) # 0, ossia A non singolare, per il
Teorema di Rouché-Capelli esiste ed € unica la soluzione z* € R™ e & data da

z*=A""'b.

Tuttavia, poiché su calcolatore il calcolo della matrice A~! & costoso e in genere
malcondizionato, si cercano altri metodi per determinare la soluzione, i quali
non richiedano il calcolo esplicito della matrice inversa A~!.

Nel caso dei metodi iterativi, I’idea e quella di andare a costruire un’oppor-
tuna successione di vettori {(*)1;, tale che

lim z® = z*,

k—+4o00
ossia, equivalentemente,
. k .
lim a:E ) =z perogni i=1,...,n.
k—-+oo

Nel determinare x* su calcolatore, si avra evidentemente errore analitico in
quanto, non avendo a disposizione un tempo infinito di calcolo, occorre troncare
la successione {g(k)}k ad un “opportuno” valore k, con criteri che vedremo nel
seguito. Di converso, si avra in genere una minor sensibilita all’errore algo-
ritmico proprio grazie alla natura iterativa del metodo. Si ricordi, infine, che
I'entita dell’errore inerente & una caratteristica del problema Az = b e non
dipende dal metodo scelto per la risoluzione.

Vediamo ora alcuni esempi di metodi.

Metodo di Jacobi
Per semplicita, sia A € R3*3 con a;; # 0 per ogni i = 1,...,3, cioé il sistema di
equazioni

a11x1 + a1222 + 41323 = by

a2171 + azeT2 + azzrs = by

az171 + azaT2 + azzxrz = bs.

Tale sistema puo essere riscritto come
w1 = (b1 — a1272 — ai3x3) /a1

xy = (ba — a2171 — a3x3)/ase
x3 = (b3 — as1x1 — aszx2)/ass
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ove la prima equazione e stata esplicitata rispetto all’incognita x;, la seconda
equazione rispetto alla’incognita x5 e la terza equazione rispetto all’incognita xs.
Tale riscrittura suggerisce direttamente la formulazione di un metodo iterativo
nel modo seguente

xi’““) = (b — a12$gk) - a13$§k) /an
Igﬂ_l) = (by — azlfv(lk) - azﬂék) /CL22
x:(;kH) = (b — a31x§k) - CL329Egk) /a33

ove si assume che venga assegnato un vettore g(o), detto vettore di innesco, a
partire dal quale viene generata la successione.

Per un sistema di generica dimensione n, 1’i-sima equazione puo essere riscritta
come

n
x; = | b; — Z a;;x; | /ai, peri=1,...,n.
j=1
J#
e quindi il metodo di Jacobi ha la seguente formulazione

n
:CEIH_I) =|0b - Z aijx;-k) Jai, peri=1,...,n.

j=1

J#
Il costo in termini di operazioni di tipo moltiplicativo per calcolare una nuova
iterazione & n? (n operazioni di tipo moltiplicativo per ciascuna componente
moltiplicato per il numero n di componenti). Chiaramente tale costo dovra es-
sere a sua volta moltiplicato per il numero di iterazioni effettuate.
Infine, si tenga presente che se 'ipotesi a; # 0 per ogni ¢ = 1,...,n non &
verificata si possono scambiare fra loro equazioni del sistema cosi” che risulti
soddisfatta.

Metodo di Gauss-Seidel

Una variante del metodo precedente puo essere semplicemente ottenuta utiliz-
zando le componenti della soluzione gia aggiornate. Piu precisamente, nel caso
n = 3 il metodo di Gauss-Seidel & dato da

mgk‘H) = (bl — aux(k) — algxék))/au
,’L‘ék+1) = (bg — a21x§k+1) — a23$gk))/a22

Z‘gk+1) = (b3 — a31$§k+1) — a32$;k+1))/a33

Infatti, nella seconda equazione si utilizza il valore x&kﬂ)

posto del valore xg ) e nella terza equazione si utilizzano il valori =

. . . (k) (k)
appena calcolati al posto dei valori z;"” e x5 .
Per un sistema di generica dimensione n il metodo di Gauss-Seidel ha la seguente

formulazione

i—1 n
(k+1) k+1) (k .
x, =10 — E aijxg» — E aijT; ) Jag, i=1,....n
j=1 j=i+1

appena calcolato al
(k+1) _ (k+1)
1 €T

(0]



Come nel caso del metodo precedente, il costo in termini di operazioni di tipo
moltiplicativo per calcolare una nuova iterazione & n? (n operazioni di tipo molti-
plicativo per ciascuna componente moltiplicato per il numero n di componenti,
in quanto la sostituzione di Z;;ll aijxgk) con Z;;ll aijx§k+l) non ne influenza
il numero). Chiaramente tale costo dovra essere moltiplicato per il numero di
iterazioni effettuate e questo potra risultare diverso dal numero di iterazioni del
metodo precedente.

Si tenga presente che se intuitivamente si potrebbe pensare che il metodo
di Gauss-Seidel sia migliore del metodo di Jacobi, in quanto utilizza nel calcolo
anche le componenti piti aggiornate, questo non e sempre vero.
La domanda che ¢ quindi naturale porsi € da che cosa dipenda la convergenza
o meno del metodo iterativo alla soluzione z* e, in caso di convergenza, da che
cosa dipenda la sua velocita.
Prima di affrontare questa questione, introduciamo un’ultimo metodo che puo
essere pensato come un’ulteriore miglioramento del metodo di Gauss-Seidel
Metodo SOR
Tale metodo considera una combinazione con parametro w dell’iterata prece-
dente mf;k) e dell’iterata ottenuta applicando il metodo di Gauss-Seidel.
Piu precisamente, per un sistema di generica dimensione n il metodo SOR ha
la seguente formulazione

i—1 n
xEkH) =(1- w)asgk) +wl| b — Zai]’x;kﬂ) — Z aijxyc) Jag, i=1,...,n
j=1 j=it+1

ove w € (0,2).
Teoria della convergenza
I metodi di Jacobi, di Gauss-Seidel e SOR si possono scrivere in forma compatta
come
2D = pp®) 4 ¢

ove la matrice P viene detta matrice di iterazione.
Pit precisamente, posto

[ a1 0 0 T
0 a2 0 0
D =
0 e e 0 Ap—1n—1 0
| 0 0 Qnn |

0 a9 e e e A1n
0 0 ass ... ... a2n
U:
0 ... PN 0 0 An—1n
L0 0 0 |
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matrice triangolare superiore stretta data dalla triangolare superiore stretta di
Ae

0 0 ... ... 0
a2 0 0 0
L:
an—-11 0 0
L Qnl T ¢ 7oy | 0_

matrice triangolare inferiore stretta data dalla triangolare inferiore stretta di A,
si ha per il metodo di Jacobi

Py=-DYL+U) e c¢;=D"'b
per il metodo di Gauss-Seidel
Pes=—(D+L)"'U e cog=(D+L)"'D,
e per il metodo di SOR
Psor = —(D+wL) (1 —w)D —wU) e cgop=w(D+wL)™ b

Piu in generale, per formulare un metodo iterativo si puo considerare la decom-
posizione della matrice A in due matrici M e N tali che

A=M—-N

e ove si assume che M sia invertibile.
Si ha allora che il sistema Ax = b si puo scrivere come

Mz =Nz +),
ovvero, poiché M ¢ per definizione invertibile,
z=M"'Nz+ M ',

ovvero
z=Pr+cg,

N

cosicché la matrice di iterazione precedentemente introdotta ¢ data da P =
M7 INec=M1b
Tale riscrittura fa si che il generico metodo iterativo possa essere scritto come

2D = pg(d) 4 ¢, (8)

con z(® vettore di innesco assegnato.
Ora, evidentemente, si ha pure che

z* = Pz* +c. 9)

in quanto questa ¢ una semplice riscrittura secondo la procedura precedente
della relazione Az* = b e quindi, posto et = z* — z(*+1) errore assoluto al
passo k + 1, sottraendo membro a membro la (8) e la (9), si ha

P

= Pz*+c— Pz 4 ¢)
= P(z" —z*t)
P,
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Pertanto, la relazione che governa la trasformazione dell’errore assoluto dal
passo k al passo k + 1 ¢ data da

) Z peth).

Poiché tale relazione vale per ogni passo k si puo ulteriormente riscrivere
el = pelth—1) — ppe(k=2) — p2(k=2) — = — pke0)

ove e(0) = z* — (9 & Ierrore iniziale, il quale dipende esclusivamente dal vettore
di innesco z(©) scelto per Papplicazione del metodo.

Si puo quindi introdurre il seguente risultato di convergenza.

Teorema 8.1 Condizione necessaria e sufficiente di convergenza
Il metodo iterativo converge alla soluzione x*, ovvero

lim e® =0,
k—+o00
se e solo se
klim P®) — (0 (matrice nulla)
— 400

ovvero se e solo se
p(P) <1

ove p(P) = max;=1,_, |\i(P)| denota il raggio spettrale della matrice di iter-
azione.

A parziale dimostrazione di questo teorema, possiamo considerare il caso in cui
la matrice P sia diagonalizzabile, ossia nel caso in cui esista una matrice S tale

che valga la relazione
P= SAPS_l

con Ap = diag(A1(P),..., A\, (P)) matrice diagonale con diagonale data dagli
autovalori della matrice P.

Si ha che
k volte
P* = (SApSTYH(SApSTY)(SApST!)...(SApST!)
= SAp(ST'S)Ap(STIS)Ap(STS)...(STIS)ApST!
—— S—— N e Ve
=1 =1 =T =1
= SAkST!
ove
AY, = diag(\Y(P),..., \E(P)).
Quindi
: E_ 1 kgo—1 _ : kyg—1
kEI—iI-loo P = kBI}—loo SAPS o S(kBI}-loo AP)S
e chiaramente
lim A% =0
k—+4o0
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se e solo se
lim A\(P)* =0perognii=1,...,n
k——+o0
ovvero se e solo se
[Mi(P)] < 1perognii=1,...,n
ovvero se e solo se
p(P)= max |N(P) <1

i=1,...,n

da cui la tesi.

Poiché per ogni P e per ogni || - || norma matriciale indotta vale che
p(P) < ||P|
vale pure la seguente condizione sufficiente di convergenza.
Teorema 8.2 Condizione sufficiente di convergenza
Se esiste || - || norma matriciale indotta tale che
1Pl <1,
allora il metodo iterativo converge.
Ora, il calcolo esplicito della matrice di iterazione P puo essere estremamente
“scomodo”. In effetti esistono classi di matrici, di interesse nelle applicazioni,
per cui e possibile garantire la convergenza di un metodo, senza calcolarne
esplicitamente la matrice di iterazione.
Teorema 8.3 Condizione sufficiente di convergenza

Se la matrice A e diagonalmente dominante in senso stretto, ossia per ogni
1=1,...,n

n
|ai| > Z |ag|

j=1.j#i

allora 1 metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel convergono.

Esempio 8.1 La matrice
A= -1 4 -1

e diagonalmente dominante in senso stretto.
Teorema 8.4 Condizione sufficiente di convergenza

Se la matrice A é simmetrica definita positiva allora il metodo di Gauss-Seidel
converge e il metodo SOR converge per ogni w € (0,2).

79



Test di arresto

Affrontiamo infine la questione relativa alla scelta dell’iterazione k a cui arrestare
la generazione della successione su calcolatore, ossia la scelta del cosiddetto test
di arresto.

La scelta piti naturale per il test di arresto a prima vista potrebbe sembrare la
seguente. Posto rk) = p— Ag(k), residuo al passo k, si richiede

Iz < e

Tale criterio di arresto viene detto criterio di arresto del residuo, ossia ci si
chiede di quanto l'iterata z(*) al passo k non soddisfi la relazione b — Az = 0 e
trattandosi di un vettore, se ne considera la norma (si ricordi che la scelta della
norma non ha una particolare rilevanza in virtu della proprieta di equivalenza
topologica delle norme).

Si puo dimostrare che tale criterio di arresto del residuo controlla la norma
dell’errore assoluto in accordo alla seguente disuguaglianza

K(4)

1) < S e

ove K(A) = || A]|||JA71|| & detto numero di condizionamento della matrice A.
Evidentemente tale criterio fornisce un’informazione corretta quando K(A) &
piccolo, in quanto a norma di residuo piccolo corrisponde in buona sostanza
una norma di errore assoluto piccolo. Di converso, non & un buon criterio di
arresto nel caso in cui la matrice A sia mal condizionata, in quanto se il fattore
di amplificazione K(A) ¢ elevato, un residuo piccolo non garantisce un errore
assoluto piccolo.

Su calcolatore, un test pit naturale ¢ in realta il seguente

||£(k+1) _Q(k)H <e

detto criterio di arresto dell’incremento. Misurando la differenza fra due suc-
cessive iterate, il test da l'indicazione di quante cifre coincidono nelle due suc-
cessive approssimazioni e quindi quante cifre esatte sono gia state trovate della
soluzione.

Tale criterio di arresto controlla la norma dell’errore assoluto in accordo alla
seguente disuguaglianza

HQ(k)” < ﬁng(kﬂ) — »"C(k)H

1P|

)

ove P ¢ la matrice di iterazione del metodo considerato.

Si tenga presente che anche questo criterio puo non essere un buon criterio di
arresto. Infatti, nel caso in cui la norma della matrice P sia prossima ad 1,
essendo il fattore ||P||/(1 — || P]|)|| elevato, un incremento di norma piccola non
garantisce necessariamente un errore assoluto di norma piccola.
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9 DMetodi diretti per la risoluzione di sistemi
lineari: fattorizzazione PA = LU

9.1 Il metodo di Gauss

Come si ¢ visto nella sezione 3.3, per la risoluzione di un sistema lineare si puo
considerare al posto del metodo di Cramer, troppo costoso dal punto di vista
computazionale, il metodo di Gauss.

Tale metodo si basa sostanzialmente sulla nozione di sistemi lineari equivalenti
(si veda definizione 3.4) e invoca la proprieta enunciata nella Proposizione 3.3:
sostituendo alla j—sima equazione una combinazione lineare delle equazioni del
sistema, con il solo vincolo che il coefficiente corrispondente nella combinazione
sia diverso da 0, si ottiene un sistema lineare equivalente, ossia con tutte e sole
le soluzioni del sistema di partenza.

Ora, un’applicazione ripetuta e mirata di tale proprieta permette di trasformare
un generico sistema lineare

Az =D,

con A € R"™"™ x,b € R" e tale che det(A) # 0, in un sistema lineare equivalente
del tipo

-

L =C

con U matrice triangolare superiore. Tale trasformazione ¢ particolarmente
vantaggiosa in quanto il sistema

Uz =c

puo facilmente essere risolto su calcolatore con la cosiddetta procedura di risoluzione
a ritroso (backward)

n
T; = C; — E Ui T g /Uii, i:n,n—l,...72,1.
j=i+1

Avendo gia visto in sezione 3.3 il metodo applicato ad un esempio, vediamo
ora di formalizzarlo su un generico sistema lineare con n = 4.

Sia
a1 aiz2 a13 a4 by
a a a a b
A 20 G2 G2y Gz |y | b |
azy a3z G33 034 b3
Q41 Q42 (43 Q44 by

I passo: si vuole eliminare I'incognita ;1 nella seconda, terza e quarta equazione,
ossia si vuole azzerare tutta la prima sottocolonna della matrice A a partire
dall’elemento in posizione (2,1). Supposto che sia a1 # 0, per ottenere questo
risultato e sufficiente sottrarre alla seconda equazione la prima equazione molti-
plicata per ma; = ag1/aq1, alla terza equazione la prima equazione moltiplicata
per m3; = as1/a1;1 e alla quarta equazione la prima equazione moltiplicata per
my1 = 1141/1111~

Infatti vale

az1 —mora11 =0, az; —mgra1r =0, asg; —mgra;; = 0.
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Chiaramente si modificheranno pure i restanti coefficienti di tali equazioni e
indicando con I’apice (V) i coefficienti modificati con questo primo passo, si ha
che per la seconda equazione vale

(1)

(1) (1)
Aoy = Q22 —M210A12, (A93 = G23 — M210A13, Aoy = G24 — M21014

(1)
bg = by — maiby,
ovvero, in forma compatta, con 'indice j che varia sulle incognite delle equazioni,

a%) = Q25 — M210a1; J=2,...,4, b(21) = by — ma1bs.

Analogamente, per i coefficienti delle rimanenti due equazioni vale
(1) : (1)
a’3j = azgj —ma1d1; ] = 27...,47 b3 = b3 _m31b1
1 _ o (1 _
a4j = Q45 —Mg10a15 ] = 2,...,4, b4 = b4 —m41b1.
Riassumendo, il primo passo di fattorizzazione comporta le seguenti trasfor-
magzioni
per ¢ = 2,4 indice equazione
mi = an/ a1
per j = 2,4 indice incognita
(1)
Q;° = Q5 — My1a1;

B _

;= b; —my1by,

mentre la prima equazione rimane invariata.
Si ha quindi il sistema lineare equivalente AM gz = Q(l), con

ai; aiz2 Q13 A4 by

1 1 1 1

AL — 0 aéz) aé?,) ‘124) p) — bé)
= L1 (1) o’ = pH)
gy Gzz A3y 3

0l o) ol) 8

IT passo: si vuole eliminare I'incognita x5 nella terza e quarta equazione, os-
sia si vuole azzerare tutta la seconda sottocolonna della matrice A(!) a par-
tire dall’elemento in posizione (3,2). Supposto che sia a%) # 0, per ottenere
questo risultato e sufficiente sottrarre alla terza equazione la seconda equazione
moltiplicata per mgzo = aglz) / ag;) e alla quarta equazione la seconda equazione
moltiplicata per mys = aEé) / aélz).
Infatti vale

aélz) — mggag? =0e ag) — m42ag12) =0
Quindi, il secondo passo di fattorizzazione comporta le seguenti trasformazioni
sulla terza e quarta equazione

per ¢ = 3,4 indice equazione
Mmoo = a /gD
i2 = 5y gy
per 5 = 3,4 indice incognita
a® =@ _ W
= a.. 220,2],

b 7/]
b = b1 — maby?,
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mentre la prime due equazioni rimangono invariate.
Si ha quindi il sistema lineare equivalente con

ai; @iz 13 Q14 by
oo |0 B |
0 0  as35 asy - b,
0 0 af af b

IIT passo: si vuole eliminare 'incognita x3 nella quarta equazione, ossia si vuole
azzerare tutta la terza sottocolonna della matrice A a partire dall’elemento
in posizione (4,3). Supposto che sia a%) # 0, per ottenere questo risultato &
sufficiente sottrarre alla quarta equazione la terza equazione moltiplicata per
mag = aff /agy).

Infatti vale

o — mugafl =0

e il terzo passo di fattorizzazione comporta le seguenti trasformazioni

per i =4 indice equazione
2) , (2
mis = a3 /o)
per j =4 indice incognita
a(s) B a(z) — migaé?

b3 = b(?j) _

mentre le prime tre equazioni rimangono invariate.
Si ha quindi il sistema lineare equivalente con

ail a2 a3 a4 by
1 1 1 1
AB) — 0 aéz) aés) ag4) b3 — bg :
= 2 (2 e’ = (2)
0 0 a3y asy bs
0o 0 0 aff by

ove vale, evidentemente, U = A®) e ¢ = Q(S).

Ora, detto k il passo di eliminazione, si pu0 osservare che nei tre gruppi di
trasformazioni sopra riportate, i numeri in rosso valgono esattamente k (indi-
cando il passo o 'equazione di riferimento nelle combinazioni lineari), i numeri in
verde valgono esattamente k + 1 (indicando U'indice dell’equazione o dell’incog-
nita da cui si parte nelle trasformazioni) e i numeri in blu valgono esattamente
k — 1 (indicando gli elementi al passo precedente). Inoltre, i passi di fattoriz-
zazione sono n — 1, ove n ¢ la dimensione del sistema poiché dopo il passo n — 1
I'ultima equazione contiene solo I'incognita z,. Quindi, posto A = A, si puo
riscrivere in forma compatta

[ per k=1,n—1 passo di eliminazione

per i =k + 1,n indice equazione
_ (k=1), (k—1)
Miy = ;. [y,
per j =k + 1,n indice incognita
(k) (k=1) _ o q=D)

Gij~ = Gij ik

bgk‘) _ bl(_k71) _ mikbgcszl)
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ottenendo cos1” I'algoritmo del metodo di Gauss.
I costo in termini di operazioni moltiplicative di tale algoritmo ¢ dato da

n—1 n n
S+ D 1]+t
k=1i=k+1 j=k+1

ed ¢ dell’ordine di n3/3 operazioni, cui si aggiungono n?/2 operazioni di tipo
moltiplicativo per la procedura di risoluzione backward.

. . . k

Infine, occorre sottolineare che nulla garantisce che ’assunzione a;k) # 0 per
ogni k =1,...,n — 1 sia verificata; rimandiamo alla sezione 9.3 la trattazione
di questa circostanza.

9.2 La fattorizzazione A = LU

Vediamo ora una riformulazione del metodo precedente che comporta un van-
taggio significativo nel caso si debbano risolvere piu sistemi lineari con la stessa
matrice A e differenti termini noti (un esempio significativo di applicazione &
dato dal metodo della potenza inversa descritto in sezione 12).
L’idea e quella di separare il momento della trasformazione di A in U da quello
della trasformazione del termine noto b in ¢. Focalizziamo 'attenzione sulla
matrice A.
Sia

ail 412 @13 Q4

A= | G2 G2 G23 G
az1 G322 a3z a34
A41 Q42 Q43 Q44

I passo: si vuole azzerare tutta la prima sottocolonna della matrice A a partire
dall’elemento in posizione (2,1). Supposto che sia a1 # 0, per ottenere questo
risultato ¢ sufficiente, posto mao1 = a21/a11, m31 = asi/a11 € ma1 = aq1/a11,
esattamente come nel metodo di Gauss, moltiplicare per la matrice M) tri-

angolare inferiore con elementi sulla diagonale principale tutti uguali a 1, data
da

1 0 0 0

(1): —ma1 1 0 0

M —ms 01 0

—Mmay1 0 O 1

Si ha quindi

[ 1 0 0 O ail a2 a3 G14
M4 — | M2 100 a1 a2 azz A
-m3; 0 1 0 as1 asz asz 34
-mgy1 0 0 1 a41 Q42 Q43 Q44




ove l’espressione del coeflicienti ag;), 1,7 = 2,...,4 ¢ la stessa riportata nella

sezione 9.1 relativamente al metodo di Gauss.

IT passo: si vuole azzerare tutta la seconda sottocolonna della matrice A1) a
partire dall’elemento in posizione (3,2). Supposto che sia aélz) # 0, per ottenere
questo risultato e sufficiente, posto msy = aglg) / a%) e Myy = afé)/ a%), esatta-
mente come nel metodo di Gauss, moltiplicare per la matrice M), triangolare
inferiore con elementi sulla diagonale principale tutti uguali a 1, data da

1 0 0 0

@) _ 0 1 0 0

M 0 —mso 1 0

0 —1M42 0 1

Si ha quindi

M1 0 0 0 ajl G2 Q13 Qg
1 1 1
M@ A0 0 1 00 52) aég) 54)
0 —Mms32 1 0 0 az()é) a%) agi)
L 0 —1M42 0 1 0 az(é) az(é) az(él)

a1 a2 a13 G4
P G CO R Y

B Aoy Qg3 Qgy _ A2
= =A
0 0 af af)
0 0 af off

. . . 2 .. N . .
ove ’espressione del coefficienti ag j), 1,7 = 3;4 e la stessa riportata nella sezione

9.1 relativamente al metodo di Gauss.

III passo: si vuole azzerare tutta la terza sottocolonna della matrice A a
partire dall’elemento in posizione (4, 3). Supposto che sia ag? = 0, per ottenere
questo risultato e sufficiente, posto my3 = afg) / ag?, esattamente come nel meto-
do di Gauss, moltiplicare per la matrice M ()| triangolare inferiore con elementi

sulla diagonale principale tutti uguali a 1, data da

1 0 0 0

@ _ |01 0 0

M 0 0 1 0

0 0 —MmMys3 1

Si ha quindi

1 0 0 0 a1l ai2 a1z G414
1 1 1
M®B 4@ 0 1 0 0 0 aéz) a%éa; %51;
0 0 1 0 0 0 azy asy
L 0 0 —7mMa4ys3 1 0 0 Clé(é) aéﬁ)

air a2 a3 Q4
m w1

_ 0 agy ayy agy —A®) [
= S @ | = =

0 0 azy ay
o 0 0 a¥
ove 'espressione del coefliciente aﬁ) ¢ la stessa riportata nella sezione 9.1 rela-
tivamente al metodo di Gauss.
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Ora, chiaramente vale che
U=A®

in quanto le trasformazioni effettuate sono le medesime del metodo di Gauss; di
piu, ripercorrendo a ritroso le trasformazioni effettuate, si ha che

M® AR — (@ pr@ A0 = (@@ Mg =y

ossia,

MO DVA=U

da cui

A (M<3>M<2)M<1>)‘1 U
() (00 a0) 0

ove le matrici M*) sono invertibili in quanto det(M*)) =1 # 0.
In virtd della particolare struttura delle matrici M) vale che

1 0

(1\4(1)>71 _ ma; 1
msy 0

may 0

()" -

1
O OO0 O OO

oo~ OO0 O+
3
9

—_
_ o O

(M<3>>_1 _

ossia per ottenere le matrici inverse ¢ sufficiente cambiare di segno ai coefficienti
della triangolare inferiore stretta. Quindi, si ha che

(Mu))—l (M<2))—1 (M(3))‘1 -

_—OoO o0 HFOOoOOoO = OOoOOo

00m43

_ o O O

1 0 0 0 1 0 00 1 0 0
| ma 1 0 0 0 1 00 01 0
o ms1 01 0 0 mso 1 0 0 0 1
_m41 0 0 1 ] _O T y2 0 1 0 0 mas
1 00 01 0 O
o ma1 0 1 0 0 mso 1 0
L ma1 0 0 1 1L 0 My Mys 1
[ 1 0 0 O
_ mo1 1 0 0 -
mgy mzz 1 0
| Ma1 Mgz myz 1
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ossia la matrice prodotto risulta essere una matrice triangolare inferiore con
tutti gli elementi della diagonale principale pari a 1 e si ottiene semplicemente
giustapponendo nell’ordine le colonne “significative” delle matrici M*).
Pertanto, tutte le informazioni necessarie a trasformare la matrice A nella
matrice U sono contenute nella matrice L e sono le medesime trasformazioni
necessarie per trasformare il termine noto b in ¢. Infatti, cosi® come vale

U=L1A,

vale pure
c= Lilbv

in quanto basta pensare di applicare la procedura sopra riportata non alla sola
matrice A, ma al sistema di equazioni Az = b, per ottenere

L~ YAz = L',

e quindi le relazioni di cui sopra.

Risulta cosi® dimostrata ’equivalenza del metodo di Gauss con il metodo della
fattorizzazione LU, che quindi consiste nel calcolare la fattorizzazione A = LU,
nel calcolare il termine noto trasformato ¢ risolvendo il sistema

Lc

b
e calcolare la soluzione z risolvendo il sistema
Uz =c.

Il primo sistema lineare con matrice triangolare inferiore si risolve con la proce-
dura di risoluzione in avanti (forward)

i—1
C; = bi_zlijcj /l“‘, i=1,2,...,n—1,n,
j=1

tenendo presente che l;; = 1 per ogni¢ = 1,...,n e il secondo sistema lineare con
matrice triangolare superiore si risolve con la procedura di risoluzione all’indietro
(backward)

n
;= |C — E U T 5 /Uiia i:n,n—l,...72,1.
j=i+1

Il costo computazionale in termini di operazioni di tipo moltiplicativo e dell’or-
dine di n?/2 per ciascuna delle due procedure di risoluzione.
In una prospettiva diversa, legata esclusivamente all’idea della fattorizzazione
A = LU, si ha che, una volta nota la fattorizzazione, la si applica al sistema
lineare Az = b ottenendo

LUz =b,

e, avendo posto ¢ = Ugz, si risolvono in sequenza i due sistemi

Le =
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9.3 La fattorizzazione PA = LU

In ultimo, affrontiamo la questione dell’assunzione a,(clfc) # 0 per ogni k =
1,...,n — 1. La questione non ¢ trascurabile perché l'ipotesi det(A) # 0 non &
sufficiente a garantirla.

Ora, in linea teorica, per poter procedere nella fattorizzazione sarebbe sufficiente
considerare un qualsivoglia scambio di righe che porti a soddisfare 1’ipotesi richi-
esta. Tuttavia, nella pratica, si ricorre alla seguente strategia detta strategia
di pivot parziale per righe.

Ad ogni passo di fattorizzazione, prima di procedere alle trasformazioni pre-
scritte, si scambia la riga k con la riga ipiv tale che

k—1
| = i:rg?g'n\aka )|

|a1('];ivll)c
ossia, al passo k, si cerca ’elemento di modulo massimo nella sottocolonna a
partire dalla posizione (k, k) e si scambia tale riga con la riga k—sima.

Il sistema ottenuto ¢ equivalente in virtu della proprieta enunciata nella Propo-
sizione 3.2, in quanto lo scambiare due equazioni fra loro permette di ottenere
un sistema lineare equivalente, ossia con tutte e sole le soluzioni del sistema di
partenza.

Si tenga inoltre presente che nella pratica tale strategia vine applicata comunque
ad ogni passo e non solo in caso di necessita.

Ora, per poter tenere conto in modo formale di tali scambi nel procedimento del-
la fattorizzazione LU occorre introdurre la nozione di matrice di permutazione.

Definizione 9.1 Matrice di permutazione
Una matrice

-1 -

«— riga i

pld) —

«— riga j

1

ove ogni elemento non esplicitamente indicato € pari a zero, ¢ detta matrice di
permutazione. La matrice P9 ¢ Uesempio pit semplice di matrice di permu-
tazione ed e ottenuta dalla matrice identica scambiando la riga © con la riga j.
Tale matrice ¢ tale che PU9) A scambia fra loro la riga i con la riga j della ma-
trice A, lasciando invariate le altre, e AP scambia fra loro la colonna i con la
colonna j della matrice A, lasciando invariate le altre. Di piv, P PG =T,
ossia, per 'unicita della matrice inversa, (P())~1 = p(ij)

Ora, ritornando alla procedura di fattorizzazione precedente si ha che al primo
passo la fattorizzazione viene applicata alla matrice P; A anziché alla matrice

88



A, ove P; & la matrice di permutazione che scambia la prima riga con la riga
relativa all’elemento di modulo massimo della prima colonna. Analogamente, al
secondo passo la fattorizzazione viene applicata alla matrice P, A anziché alla
matrice AV, ove P, & la matrice di permutazione che scambia la seconda riga
con la riga relativa all’elemento di modulo massimo della seconda sottocolonna a
partire dall’elemento in posizione (2,2) e al terzo passo la fattorizzazione viene
applicata alla matrice P3A®) anziché alla matrice A®), ove P; & la matrice
di permutazione che scambia la terza riga con la riga relativa all’elemento di
modulo massimo della terza sottocolonna a partire dall’elemento in posizione
(3,3). Chiaramente, se non ¢ stato effettuato alcuno scambio la matrice di
permutazione sara la matrice identica.

Quindi, si ha

U 3)(p3A(2))
(P M P (PyAM))
(P M@ (P,MM (PLA)))

NP M P, MM P A

= M
= M
M
M

Tenuto conto che, come enunciato nella definizione, vale che
PP=1I PP=I PP=I
e quindi si puo riscrivere

U = MOPMOPMY(P,P)PA
MO PMP (P,MY Py) PP A
MOPMONOP,PA  con MOV = P,MO Py
= MO PM@(PyPy) MY (PyP3) PPy A

MG (PsM @) Py)(Ps MM Py) Py Py P A
@ = (1)

= ~ = (1) ~ =~
— MONM M PPPA con M =PMYP, M

Ora, tenuto conto del tipo di matrici di permutazione che € possibile applicare,

~ (1) .
le matrici M, M® sono ancora matrici di tipo M, cosicché si puo ripetere il
procedimento precedentemente visto per determinare la matrice L e vale

L::@gug‘l<ﬁf”)1@wwv‘l

P = PP,P,,

Inoltre, la matrice

prodotto di matrici di permutazione ¢ ancora una matrice di permutazione e
tiene conto di tutti gli scambi effettuati nei vari passi di fattorizzazione. E
possibile dimostrare che la tecnica dello scambio di righe, comunque scelto,
garantisce la rimozione di eventuali elementi agz) nulli (anche se essi potrebbero
essere numericamente piccoli). Infatti vale il seguente teorema.

Teorema 9.1 Sia A € R™*". Esiste una matrice di permutazione P tale che
si puo ottenere la fattorizzazione LU, ossia PA = LU.
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Di piu, fra le molteplici strategie di scambio possibili, la strategia del pivot
parziale per righe ha un’effetto stabilizzante sul procedimento di fattorizzazione
in quanto

llir] = 23| <1 i=k+1,...,n

as\zfl) S 2n—1a§\14)
ove ag\};) e l'elemento di modulo massimo al passo k, ovvero gli elementi della
L sono tutti di modulo minore o uguale a 1 e si ha pure una previsione della
massima crescita degli elementi di U = A(®~1),

Concludendo, l'algoritmo della fattorizzazione PA = LU in forma compatta

¢ dato da
[ perk=1,n—1

calcolo a'F-1) k71)|

_ _ (
ipiv k — MAXi=k,....n |a;y,
se ipiv # k scambia riga k con riga ipiv

peri=k+1,n
k—1 k—1

Mgk = aikr ok
perj=k+1,n
(k) _ (k=1) (k—1)
L ;5" = Q45 — Mk

Chiaramente, prima di andare ad effettuare la risoluzione dei due sistemi lineari,
occorrera permutare opportunamente il termine noto b, in quanto la fattoriz-
zazione PA = LU si applica non al sistema Az = b, ma al sistema PAz = Pb.
Quindi, si risolveranno

Lc = Pb

Uz = c

9.4 Confronto fra i metodi diretti e metodi iterativi

Come visto in sezione 7.2, affrontando il calcolo della soluzione di un problema
su calcolatore, si hanno i seguenti tre tipi di errore.

Errore inerente. A causa dell’errore di rappresentazione sui dati anziché
risolvere il sistema lineare

Az =0

si risolve su calcolatore in realta il sistema lineare perturbato
(A+6A)(z+ 6z) = b+ b

ove A+ JA e b+ §b hanno come elementi i numeri macchina con cui sono stati
approssimati i corrispondenti elementi con un errore maggiorato dalla precisione
di macchina. Si puo dimostrare che vale che

o, < KA

hS W(GA +ep)

90



ove

ez = ||0z||/||z|| errore relativo su x
ea = ||64|/||All errore relativo su x
e, = |l0b]|/]|bll errore relativo su b

e la quantita

E(A) = [lA[lA7 =1

¢ detta numero di condizionamento della matrice A.

Il numero di condizionamento misura la “sensibilita” del problema agli errori
sui dati: se K(A) ¢ elevato 'errore relativo sulla soluzione puo essere elevato
per quanto e, e e, siano molto piccoli. La stima ¢ comunque pessimistica in
quanto vale per ogni possibile termine noto b.

Si ricordi che l’errore inerente ¢ indipendente dal metodo utilizzato per la
risoluzione.

Errore analitico. I metodi diretti in aritmetica esatta danno soluzione esatta;
non si ha quindi errore analitico.

Nel caso dei metodi iterativi occorre invece troncare la generazione della succes-
sione di vettori tramite un opportuno criterio di arresto cosi® da approssimare
il limite e dando cosi0rigine ad un errore analitico.

Errore algoritmico. Entrambi i metodi sono ovviamente soggetti all’errore
algoritmico. Tuttavia, come gia ricordato, i metodi iterativi per loro natura
sono meno sensibili all’errore algoritmico.

D’altro canto, la tecnica del pivot parziale per righe ha un effetto stabilizzante:
la questione ¢ comunque legata alla crescita degli elementi di U.

Si tenga presente che la fattorizzazione LU senza pivot e stabile se A e diago-
nalmente dominante in senso stretto o simmetrica definita positiva.

Costi computazionali Si distingue fra il costo di memorizzazione e il cos-
to in termini di operazioni moltiplicative.

Per quanto concerne il costo di memorizzazione la differenza puo essere signi-
ficativa nel caso delle matrici sparse (matrici il cui numero di elementi diversi
da zero ¢ O(n) anziché n?). Infatti le operazioni di fattorizzazione possono far
aumentare il numero di elementi non nulli, dando luogo alla necessita di pre-
disporre altro spazio di memoria per la loro memorizzazione; mentre i metodi
iterativi visti non alterano la struttura della matrice ed eventualmente puo es-
sere caricata in memoria una sola riga di A per volta.

Per quanto concerne il costo in termini di operazioni di tipo moltiplicativo si ha
che & dell’ordine di n3 /3 per la fattorizzazione LU e pari a n?numero di iterazioni
per i metodi iterativi. Nel caso di convergenza in meno di n passi il vantaggio
puo essere rilevante.
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9.5 Esempi

Esempio 1. Si vuole calcolare la decomposizione A = LU delle seguenti matrici
4x4

31 1 1 1 00 2
2 10 0 01 0 2
A=l9 01 0] B=o 01 2
2 0 0 1 111 3
e Passo 1: mo; = 2/3, mgy = 2/3, ma1 = 2/3, quindi
1 00 0 31 1 1 31 1 1
MoA— | "2/3 100 2 1 0 0| |0 1/3 —2/3 —2/3
M= —2/3 01 0 2 01 0| |0 -2/3 1/3 -2/3
-2/3 0 0 1 2 0 0 1 o —2/3 -2/3 1/3
Passo 2: mgs = —2, m33 = —2, quindi
1 000 3 1 1 1 3 1 1 1
10100 0 1/3 -2/3 —2/3| |0 1/3 —2/3 -2/3
My(MA) =\ g 9 1 g 0 —2/3 1/3 —2/3 0 o -1 -2
02 0 1 0 —2/3 —2/3 1/3 0o o -2 -1
Passo 3: my3 = 2, quindi
10 0 0 3 1 1 1 3 1 1 1
o1 0 o0 0 1/3 —2/3 —2/3 | |0 1/3 —2/3 —2/3
MMM A) =1 g0 g o 0 -1 -2 | ]l0 0o -1 -2
00 —2 1 o 0 -2 -1 0 0 0 3
Quindi si ha
1 0 00 3 1 1 1
~12/3 1 00 1o 1/3 —2/3 —2/3
E=lom 21 0|°Y=|0 0o -1 -2
2/3 -2 2 1 0 0 0 3

La posizione degli elementi non nulli della matrice A (ovvero il tipo di
pattern), fa si che si abbia il fenomeno del fill-in, ossia l'introduzione di
nuovi elementi non nulli a causa delle operazioni di fattorizzazione, fino a
rendere completamente piene sia la matrice L, sia la matrice U.

e Passo 1: mg; =0, m31 =0, my; = 1, quindi

1 00 0 1 00 2 1 00 2
10 100 01 02| |0 102
MB=1 19 01 0 001 2| |0 01 2
-1 0 0 1 111 3 o 1 1 1
Passo 2: m32 = 0, m3g3 = —1, quindi
1 0 00 100 2 1 00 2
0 1 00 01 0 2 01 0 2
MMLB) =14 o 1 001 2| |00 1 2
0 -1 0 1 111 1 0 0 1 -1
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Passo 3: my3 = —1, quindi

10 0 0 1 00 2 10 0 2
01 0 0 010 2 01 0 2
M;5(M>M,B) = 00 1 0 001 21001 2
[0 0 -1 1 111 -1 0 0 0] -3
Quindi si ha
(1 0 0 0 100 2
0100 01 0 2
L=l o1 0|l® YSloo1 2
11 11 000 -3

La posizione degli elementi non nulli della matrice B (ovvero il tipo di
pattern), fa si che non si abbia alcun fenomeno del fill-in. Si osservi che
la matrice B si ottiene dalla matrice A con un’opportuna permutazione.

Esempio 2. Si vuole calcolare la decomposizione PA = LU della matrice

1 0 2
-1 t 1],
0 -1 3

A teR

con det(A) # 0 per ogni t # —1.

Passo 1. Si ricerca preliminarmente il miglior elemento pivotale nella prima
colonna.
Non & necessario fare scambi.
Si ha mo; = —1 e m3; = 0, quindi
1 00 1 2 1 0 2
MiA=1|1 1 0 -1 ¢t 1{=]10 t 3
0 0 1 0o -1 3 0 -1 3

Passo 2. Si ricerca preliminarmente il miglior elemento pivotale nella seconda
sottocolonna.

Caso [t| > | — 1] = 1: non & necessario fare scambi.
Si ha mgs = —1/t, quindi

1 0 0 1 0 2 10 2
My(MyA)=]0 1 0 0 t 3|=]0 ¢ 3
0 1/t 1 0 -1 3 0 0 3/t+3

In definitiva

A = LU= (MyM)"'U=M;'M;'U
1 0 0 1 0 0
= | =110 0 1 0|U
| 0 01 0 —1/t 1
[ 1 0 0 10 2
= | -1 1 o0 0 t 3
0 -1/t 1 0 0 3/t+3
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Caso |t| < | —1| =1: si scambiano fra loro la seconda e la terza riga con-
siderando la matrice di permutazione P, e ottenendo la matrice Py(M;A),

con
1 00 1 0 2
P2 = 0 0 1 (§ PQ(MlA) = 0o -1 3
0 1 0 0o t 3
Si ha mge = —t, quindi
1 0 0 1 0 2 1 0 2
My(Po(MA)=10 1 0 0 -1 3|=|0 -1 3
0 ¢t 1 0o t 3 0 0 3t+3

In definitiva, si ha

U= MyP,M1A = My(PoMPy)PA =
essendo P, P, = I; da cui

U= MyM,P,A, con M, = (P,M,P,)

e infine

PA = PA=M, MU

1 0 0 1 0 2
0 1 0 0 -1 3
-1 -t 1 0 0 3t+3
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10 Metodi diretti per la risoluzione di sistemi
lineari: fattorizzazione QR

10.1 Metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Per descrivere il metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt occorre la
seguente definizione preliminare.

Definizione 10.1 Vettori ortogonali
Siano z,y € R". Si dice che i vettori x ey sono ortogonali fra di loro se

'y =0
Ora, siano a;, a,,...,a, € R™, n vettori linearmente indipendenti fra loro.
Si vogliono determinare 4,494, € R™ vettori ortonormali, ossia tali che
perogni,j=1,....,n
T . .
4,4, = 0 sei#j
eperognii=1,...,n

lg,ll2 =1

Il metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt procede nel modo seguente.

I passo. Si pone
4, = a1/llay |2
cosicché

g, Il = llai/llasll2llz = llaill2/lla:lla = 1.

L’operazione & lecita in quanto il vettore g, € diverso dal vettore nullo essendo
gli g; linearmente indipendenti fra loro, e quindi ||g;|l2 # 0 (per le proprieta
delle norme) e si puo effettuare la normalizzazione.

Inoltre, i vettori ¢ 12Q25 -+ -5 Gy SONO A loro volta linearmente indipendenti fra loro.

IT passo. Si calcola la quantita
ay =g a,
detta proiezione di a, nella direzione di g |+ € sl pone
4y =8y — gy
cosicché i vettori q,€4q risultano essere ortogonali fra loro. Infatti, vale che
04, = 4 (e-ag)
= ¢ 8- gyq
2
= a1 —aillg 2

a1 —ap essendo [[g [l2 =1
0.
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Quindi si effettua la normalizzazione, ponendo

QQ = QQ/HQNQH

L’operazione ¢ lecita in quanto il vettore d, ¢ diverso dal vettore nullo essendo
1 vettori g,,q,,as; ..., a, linearmente indipendenti fra loro.

ITI passo. Si calcolano la quantita
B =q] as,

detta proiezione di ag nella direzione di ¢, e la quantita
B2 = ¢} as,

detta proiezione di a5 nella direzione di q, e si pone

4, = a3 — big, — P2y,

cosicché il vettore gg risulta essere ortogonale ai vettori q, €4,
Infatti, vale

04, = 4 (a5 —bBig, = Pag,)
= ¢ a3 e g, ~ Bagp g,
= ﬂl - 51 = 07
essendo g{gl = ||g1||g =1le ngg2 = 0 e vale pure
0,4, = 4,(a5—Big, = Fag,)
= g0~ (a9, ~ 24,4,
= 62 - 52 = 07

essendo ¢2g, = l¢,lI3 =1¢ gJ g, = 0.
Quindi si effettua la normalizzazione, ponendo

45 = 4,/114,]l
L’operazione ¢ lecita in quanto il vettore g3 ¢ diverso dal vettore nullo essendo
1 vettori ¢,,¢,, QS, ay,-..,a, linearmente indipendenti fra loro.
Procedendo in questo modo, dopo n passi si ottengono i vettori 4,9y -4,
richiesti.

10.2 Metodo di fattorizzazione QR

La procedura di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt appena illustrata, puo
essere reinterpretata come una procedura di fattorizzazione QR, ove @) € una
matrice ortogonale (ossia tale che QQT = QTQ = I) e R & una matrice trian-
golare superiore.

In quest’ottica, occorre innanzitutto scrivere le relazioni che legano gli elementi
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di A a quelli della matrice prodotto @R, cui la prima viene uguagliata, ossia

n

E qijTik
Jj=1

k

E qijTjk
Jj=1

in quanto 7j; = 0 per j =k +1,...,n essendo R triangolare superiore.
Indicando con g, la k—sima colonna della matrice A e riscrivendo tale formula
in blocco per le colonne, si ha

227

a; = g,

Ay = gT12t g, T2

a3 = q713 1t q,r23 + 4,733

A = Tk T 4Tk TG Th—1k T G, Tkk

Quindi si puo scrivere

k-1
%Wk:Qk—@fm+gf%+.”+%%fwﬂQ:Qk—E:%Wh
j=1
Pertanto, scegliendo i coeflicienti 7,5 = 1,...,k — 1 come le proiezioni del
vettore g;, nella direzione dei vettori gj,j =1,...,k—1, il vettore
k—1
gk =a — Zﬂjrﬂf
j=1
risulta essere ortogonale ai vettori ¢, j = 1,...,k — 1. Inoltre, scegliendo
il coefficiente rgp = [/, [|2 il vettore ¢, = §, /rx risulta avere norma 2 uni-

taria. L’intera procedura corrisponde a quella precedentemente descritta come
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt.

Una volta ottenuta la fattorizzazione QR la si puo utilizzare per la risoluzione
del sistema lineare
Az = b,

procedendo in modo analogo a quanto visto nel caso della fattorizzazione LU.
Pit precisamente, si ottiene che si devono risolvere i due sistemi lineari

Qy
Rx =

|
(NS~
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Il vantaggio dell'introduzione della matrice ) al posto della matrice A originaria,
consiste nel fatto che, essendo @) ortogonale, ossia valendo QQT = QTQ =TI si
ha che, per unicita dell’inversa,

Q' =0q"
cosicché il vettore y = Q~'b viene ottenuto semplicemente considerando il
prodotto matrice-vettore
y=Q"b

(e non la risoluzione del sistema lineare).

Per quanto riguarda il sistema Rz = y, essendo R una matrice triangolare supe-
riore, esso viene risolto con la procedura di risoluzione backward, gi vista nel
caso della fattorizzazione LU.

Prima di procedere alla scrittura dell’algoritmo per la determinazione della
fattorizzazione QR con il procedimento indicato, & opportuno riflettere sulla
seguente questione: si pud modificare l'ordine delle operazioni di normaliz-
zazione cosi da rendere piu agevole 'introduzione di un’eventuale tecnica di
pivot per colonne.

In effetti, il risultato € inalterato se si procedere per “aggiornamenti” successivi
delle colonne di A, cosicché al k—simo passo le prime k colonne saranno ortonor-
mali fra loro, mentre le rimanenti colonne lo saranno gia rispetto alle prime k,
ma non fra di loro.

Si puo quindi scrivere il seguente algoritmo

[ per k=1,...n
ik = llagll2
a. :Qk/rkk

per j=k+1,....,n
Trj = G a;

a; =a; — Tkjy

che trasforma la matrice A nella matrice () e contemporaneamente costruisce la
matrice R.

L’algoritmo, scritto in questo modo, permette l'introduzione di un’eventuale
tecnica di pivot, in cui al passo k si sceglie la miglior colonna fra le colonne
rimanenti, ossia dalla k—sima all’ n—sima.

11 costo della fattorizzazione in termini di operazioni moltiplicative ¢ dell’ordine
di n®; mentre quello di risoluzione ¢ dell’ordine di n? + n?/2.

Occorre sottolineare che I’algoritmo della fattorizzazione QR in genere utilizzato
non ¢ quello sopra descritto, esso risulta in genere molto stabile e questo motiva
il maggior costo computazionale rispetto alla fattorizzazione LU.

11 Metodi diretti per la risoluzione di sistemi
lineari: fattorizzazione LLH

11.1 La fattorizzazione LLH

Sia A € C™*™ una matrice hermitiana definita positiva, ossia tale che A7 = A
e per ogni z # 0 e zff Az > 0, vale il seguente teorema di fattorizzazione.
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Teorema 11.1 Sia A € C™*"™ una matrice hermitiana definita positiva, allora
esiste ed & unica la fattorizzazione

A=LL"
con L matrice triangolare inferiore.

Per determinare tale fattorizzazione si puo procedere nel modo seguente.
Vista I'uguaglianza tra A e LLY, vale evidentemente

D lalf
k=1

> likljx  poiché Iff =L
k=1

aij

min(4,5)
> likljr poiché Ly = 0 per k> i el =0 per k > j
k=1

Si tratta quindi di determinare una procedura per calcolare gli elementi l;;, i =
1,....n75=1,...,1.

Si considera 'ordinamento seguente: si calcola I'elemento diagonale 17 e poi la
relativa sottocolonna l;1, ¢ = 2,...,n, poi il successivo elemento diagonale lso
e la sua sottocolonna l;5, i = 3,...,n e cosl via fino all’ultimo passo in cui si
calcola solo I’elemento [,,,,, non essendoci relativa sottocolonna.

Consideriamo per primo il caso dell’elemento in posizione diagonale per cui vale

i i i1
aj; =Y Uklie = > |Lsl* =Y 1kl® + 11,1
k=1 k=1 k=1
ovvero
7j—1
117 = az5 =Y 1l
k=1
Ora, vale che

det(A) = det(LLH)\’:_/det(L)det(LH)
Binet

= det(L)det(L) = |det(L)|?

2
n

= H ljj poiché L e una matrice triangolare
Jj=1
n
2
111551
o

J

ove essendo A hermitiana definita positiva € a;; > 0 per ogni j = 1,...,n e
det(A) > 0.
Quindi, per ogni j =1,...,n & |l;;|* > 0 cosicché

j—1 j—1
aj; =Y |kl + 11517 > D 1l
k=1 k=1
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E quindi lecito estrarre la radice quadrata e porre per ogni j =1,...,n

Per quanto riguarda gli elementi della corrispondente sottodiagonale, ossia gli
elementi /;;,7 = j +1,...,n, vale che

J Jj—1
a;; = Z lirljr = Zlikljk + Ll
k=1 k=1
da cui, essendo l_jj =ljj,
j—1
lij = (%‘ - Zlikljk> /1
k=1

In definitiva si puo scrivere il seguente algoritmo:

[ per j=1,...n

-1
lij = (aij - likljk> /i
k=1

Il costo della fattorizzazione in termini di operazioni moltiplicative & dell’ordine
di n3/6, ossia il medesimo del metodo di Gauss, se questo viene opportunamente
implementato per il caso di matrici simmetriche; mentre quello di risoluzione &
dell’ordine di n?.

E evidente che tale tipo di fattorizzazione non permette l'utilizzo di alcuna
tecnica di pivot in quanto essa distruggerebbe la struttura simmetrica della
matrice assegnata.

Tuttavia ¢ possibile dimostrare che il procedimento ¢ stabile e rispetto alla
previsione della massima crescita degli elementi di L vale il seguente risultato

Iv < Vaum

ove a)s € 'elemento di modulo massimo della matrice A e [;; € 'elemento di
modulo massimo della matrice L ottenuta.
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12 Metodi per il calcolo di autovalori estremi

12.1 Premesse

11 problema del calcolo degli autovalori di una matrice A € C™*™ potrebbe essere
in linea teorica affrontato calcolando le radici del polinomio caratteristico

pn(X) = det(A — \I) =

Tuttavia, questo approccio non risulta in generale conveniente su calcolatore,
in quanto i metodi che si usano per calcolare le radici di un polinomio di grado
n sono in genere malcondizionati se gli autovalori della matrice non sono ben
separati.

Una possibilita alternativa ¢ invece quella di applicare alla matrice A delle op-
portune trasformazioni per similitudine (in genere mediante matrici ortogonali)
cosi da trasformarla in una matrice B, di cui sia piu facile il calcolo degli auto-
valori.

Infatti vale la proprieta che matrici simili hanno lo stesso polinomio caratteri-
stico e quindi gli stessi autovalori, come enunciato nel seguente teorema.

Teorema 12.1 Sia A € C"*" ¢ sia B € C™"*" simile ad A, ossia esista una
matrice S € C™"*™ invertibile tale che

A=SBS %
Allora gli autovalori di B coincidono con gli autovalori di A.

Dimostrazione Vale che

det(A—XI) = det(SBS™'—\I)
= det(S(B—A)S™!
= det(S)det(B — AI)det(S™') teorema di Binet
= det(S) det(B — AI)(det(S))™*
det(B — AI).

Pertanto le due matrici hanno i medesimi autovalori in quanto hanno il mede-
simo polinomio caratteristico.

12.2 Metodo delle potenze

Sia A € C™*"™. Si vuole calcolare 'autovalore di modulo massimo e il corrispon-
dente autovettore.

Si assuma che, detti A1, Ao, ..., \,, gli autovalori della matrice A valga la re-
lazione di ordinamento

Al > Ao = [As[ = ... = [An]
Questa assunzione ¢ equivalente alla richiesta che

e )\ sia un autovalore semplice (ossia A\; ¢ radice del polinomio caratteristico
una sola volta)
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e —)\; non sia autovalore di A
e )\; non sia autovalore di A

Tale ipotesi puo essere eventualmente indebolita nel caso di autovalore di modulo
massimo di molteplicita r (ossia A1 & radice del polinomio caratteristico r volte)
nel modo seguente

Al = Pal = = A > A Z Ara[ = = ]
A = A== A

Considerato un vettore di innesco z[%, il metodo prevede di generare la seguente
successione di vettori
Py Lt N D |

Nonostante non sia necessario per la convergenza del metodo, assumiamo per

semplicita che, detti v;,v,,...,v, gli autovettori corrispondenti agli autovalori
A1, A2, ..., Ap, essi siano fra loro linearmente indipendenti e quindi formino una
base di C”.

Si puo allora scrivere
n
[0 — )
2V =) aju;
=1

e assumiamo che sia a; # 0, ossia nel vettore 2[00 ¢ effettivamente presente un
contributo dell’autovettore v, che si vuole calcolare.
Ora, per come ¢ stata costruita la successione, vale evidentemente che

2B = A=l p2, k=2 AR L0

e, ricordando Despressione di z[%, si ha

n
k] _— k ;
2z = A ju;
j=1
n
_ Ak
= E ajA v,
j=1
n
_ Nk
= Zai)‘jﬂj
j=1

in quanto, se Av; = \;ju; allora Azyj = A(ij) = A()\jyj) = NAy; = )\?Qj e
pill in generale
k, _ \k
A"y; = Ajy;
cioe, noti gli autovalori e autovettori di una matrice A, la matrice A* ha come
autovalori le potenze k—sime degli autovalori di A e ha i medesimi autovettori.
Ora, mettendo in evidenza A}, si ha

n A k
g[k] )\]f av + ZO&j <)\) v (10)
=2

J
1
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E quindi evidente che

n k
. . Aj .
lim z* = lim )\If oav; + g o -z v; | = lim /\lfalyl
k—-+4oco k—-+oo )\1 k—+oo

in quanto, per ogni j > 2

essendo |A;| > |\;| per ogni j > 2.
Quindi il vettore z/¥ tende a disporsi in direzione parallela a vy, ovvero tende
ad essere un autovettore relativamente all’autovalore ;.
Lasciando un momento in sospeso la questione del calcolo effettivo dell’autovet-
tore, in quanto nell’espressione appena vista compare il fattore AF, vediamo
come ¢ possibile calcolare I'autovalore di modulo massimo.
Per ogni k > 0, si dice quoziente di Rayleigh al passo k
la quantita

(2FYH Az[F]

Tk = T M) H 4 H]

Ora, tenuto conto della (10)

(2[FhH Azl
Uk — i ——
(zI*])H k]
k n A\ F " k n 5\
()\1 (0411)1 + 250y (ﬁ) vj)> ANY (a1v1 +2 00y (ﬁ) Uj)
(t (o e () ) o (s e (2)')
— k k
<)\1 (oqvl + 20 O (f\‘—i) Qf >A)\1 <a1v1 + D50y (% UJ>
= — k k
— Aj Aj
()\1 (ozlvl + =2 (K) Uf)) Af (041711 + 22 (71) UJ)
e
~k [ _ H n o — x k H k n Aj g
A (vl +Zj:2aj (/\i) vj AN} a121+2j:2 Q; )Tl) v,
lim O = lim

k— 400 k—too [~k [_ o\ vk
(3 (et + oy () o) ) 2 (s + oo () 1)

—k_
N awi AN v,
= lim -
k Y~ HAE
—ree xai \agv,
H
o . vy AQ1
= lim 7
k—doo V1 Uy
H
Uy AQ1

H
CARCAY

H
U7 >\121

H
V1 Uy
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ovvero 'autovalore di modulo massimo.
Nel calcolo su calcolatore si ha che

\k _){ oo se |A|>1 overflow
1

0 se |Ai| <1 underflow
cosicché per evitare questo problema si normalizza la successione dei vettori z[*!
in norma 2, ossia si considera la successione dei vettori

y[k] :é[k]/Hé[k]Ha

ove 'operazione di normalizzazione lascia invariate le direzioni.
Inoltre, per ogni k > 0, vale che il quoziente di Rayleigh e

(Q[k])HAQ[k} KINH 4, [k]
o= gy = W74y
essendo (g[k])Hy[k] = ||Q[k}||% =1

In definitiva I’algoritmo del metodo delle potenze & il seguente

g = 200/,

S0 — 4,001
o1 = (ylO)H 1]
[ per k> 1,

ylkl = Z[k]/”Z[k]HQ
Sl+1] — Ay[k]
kg1 = (y[k])HZ[
se |ogr1 —ox| <e
y[k+1] _ Z[k+1]/||z[k+1]||2;
break

k+1]

11 costo computazione per iterazione & pari a n? +3n+ o con n dimensione della
matrice A e « costo dell’operazione di estrazione di radice.

Per quanto riguarda invece le proprieta di convergenza, dal procedimento prece-
dentemente riportato, ¢ evidente che vale

k
A2
or—M|=0||—=
=03

ossia la convergenza ¢ tanto pit veloce quanto |Az| < |A1].
Nel caso in cui A sia una matrice hermitiana, si ha una velocita di convergenza

maggiore, in quanto vale
Ay |2
|Uk — )\1‘ =0 (

A1
Si noti, infine, che l'ipotesi a1 # 0 relativamente al vettore di innesco z!! non
¢ cosl importante quando si effettui il calcolo su calcolatore, in quanto, visto
gli errori di calcolo introdotti dall’'uso dell’aritmetica finita, in poche iterazioni
comparira facilmente un contributo relativo all’autovettore v, .

(0]
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12.3 Metodo delle potenze inverse

Sia A € C™*™. Si vuole calcolare I'autovalore di modulo minimo e il corrispon-
dente autovettore.

Si assuma che, detti Ay, Ao, ..., A\, gli autovalori della matrice A valga la re-
lazione di ordinamento

[A1] > A2l = .o > [ Anz1] > A
Questa assunzione ¢ equivalente alla richiesta che

e )\, sia un autovalore semplice (ossia \,, & radice del polinomio caratteristico
una sola volta)

e —)\,, non sia autovalore di A

e )\, non sia autovalore di A

Tale ipotesi puo essere eventualmente indebolita nel caso di autovalore di modulo
minimo di molteplicita r (ossia A; & radice del polinomio caratteristico r volte)
nel modo seguente

‘)‘ll 2 |)‘2| 2.2 |)‘n—r| > |)‘n—r+1| = |)‘n—r+2| == |/\n|

)\nfrJrl = )\nfr+2 =...=\

L’idea & quella di sfruttare la relazione esistente fra gli autovalori della matrice
A e quelli della sua matrice inversa A~1.
Infatti, se Az = Ax si ha pure

Ay = —g,

ossia gli autovalori della matrice A~! sono gli inversi degli autovalori della ma-
trice A e gli autovettori sono i medesimi.
Quindi

Al min_|;(A)]

1=1,...,n
. 1
B W]
1
max;—1,...n |Ai(A71)]

ovvero ¢ sufficiente applicare il metodo delle potenze alla matrice A~ e invertire
il quoziente di Rayleigh ottenuto come approssimazione dell’autovalore.
In definitiva I’algoritmo del metodo delle potenze inverse ¢ il seguente
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y[O] — Z[O]/”Z[O]HQ

2[1] = A_ly[o]
o1 = (yO)H 11
[ per k> 1,

o) = 2009
Z[k+1] — Aily[k’]
Opi1 = (y[k])HZ[
se |okr1 — o <e
ylHT = 24l

k+1]

Okt1 = 1/0p41
break

E importante sottolineare che non occorre (e non si deve) calcolare la matrice
inversa A~!, ma ¢ sufficiente ricondurre il problema del calcolo del vettore

RESEE

al calcolo della soluzione del sistema lineare

Azl lk]

In assenza di particolari proprieta di struttura della matrice A, un metodo
conveniente puo essere quello della fattorizzazione di Gauss con pivot parziale, in
quanto i sistemi lineari hanno sempre la stessa matrice A, che quindi puo essere
fattorizzata “una tantum” al costo di n®/3 operazioni di tipo moltiplicativo;
mentre ad ogni passo del metodo si risolveranno solo i due sistemi con matrice
triangolare inferiore e superiore.

12.4 Calcolo dell’autovalore piu vicino ad un valore o as-
segnato

Il calcolo dell’autovalore piu vicino ad un valore a assegnato puo essere ad
esempio di aiuto quando si possegga una stima di un certo autovalore della
matrice A e lo si voglia calcolare con maggior precisione.

Tale calcolo puo essere effettuato applicando il metodo delle potenze alla matrice

B=(A-al)™.

Infatti, poiché

1 1
(se Az = Az allora (A — al)z = (A — a)z e la proprieta & vera solo perché
la matrice I & una matrice particolare per cui ogni vettore z e autovettore
relativamente all’autovalore 1), si ha che

1
(B =
S B = A —a)

ossia I'autovalore piu vicino a «a e quindi, detto j 'indice per cui si realizza tale
massimo, vale che




In definitiva ’algoritmo del metodo € il seguente

B=A-al

y[O] = Z[O]/HZ[O]||2
Z[l] — B_ly[o]

o1 = (y[o})HZ[l]

[ per k> 1,

ylkl = Z[kl/‘|z[k]||2
Z[k+1] = B_ly[k]
Ok+1 = (Z/[k])HZ[kH]
se |(7k+1 — O’k| <e
y[k+1] _ Z[kJrl]/”Z[kJrl]”Z;
Okt1 = 1/0k41 +
break

Come nel caso del metodo della potenza inversa, il calcolo del vettore

SR = g1yl

viene ricondotto a quello del calcolo della soluzione del sistema lineare

Bkl — (K
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